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Abstract: Several algebraic propositions from the theory of reciprocal and antireciprocal
equations are conceived in this contribution. Applying them to the z-domain system functions
of discrete-time FIR filters with the symmetrical and antisymmetrical impulse responses yields
basic conditions and rules which have to be fulfilled to reach principally linear phase of
filters with prescribed frequency responses.

Uvod

Algebraickou rovnici
n n—1 _
ax"+a,_x""+. .. +tax+a,=0, (1)

pro jejiz koeficienty ax (k= 0,1,2, ..., n) plati vztah
Ak = Ap-f, YCSP. A =- Ap-k (2)

nazyvame reciprokou, resp. antireciprokou a znac¢ime stru¢né R(x) = 0, resp. r(x) = 0 [1].

Uvazujme systémovou funkci diskrétniho filtru FIR n-tého fadu

n

n

z

K(Z)=iakz_k =;a;z_. 3)

Na koeficienty filtru budeme klast jediné omezeni, které je podminkou linearni faze, a to
je symetrie, resp. antisymetrie impulsni charakteristiky [1], coz je popsano vztahy (2).

Filtr svlastnostmi (2) budeme struéné oznacovat jako filtr symetricky, resp.
antisymetricky.

Z (3) plyne znamy fakt, ze filtr FIR n-t€ho fd&du mé n-nasobny nulovy p6l a n nulovych
bodii. Reseni nulovych bodi takového filtru pak lze pievést na vypodet kofent reciproké,
resp. antireciproké algebraické rovnice. Pro kofeny téchto rovnic je v algebie formulovano
nékolik zajimavych vét. Jejich postupnou aplikaci ukdzeme na nékteré podminky, které musi
spliovat diskrétni filtry typu DD, HP, PP a PZ, aby vykazovaly linedrni fazovou
charakteristiku.



Nékteré véty algebry

Véta 1:
Antireciprokd rovnice r(x) = 0 stupné n = 2 ma vzdy koren x = 1. Pritom plati
r(x) = (x - I)R(x) =0
kde R(x) = 0 je reciproka rovnice stupné n — 1.
Dodatek autorii: Antireciprokad rovnice stupné n = I ma rovnéz koren x = 1. Popsany
rozklad na reciprokou rovnici vsak v tomto pripade neplati.
Véta 2:
Reciproka rovnice R(x) = 0 lichého stupné n = 2k+1 ma vzdy koren x = -1. Pritom plati
R(x)=(x+1)R (x)

kde R\(x) = 0 je reciproka rovnice stupné 2k.

Véta 3:
Kazda reciproka i antireciproka rovnice ma s kazdym korenem x zaroven koren 1/x.
Dodatek autorii: Veta neplati pro koreny x = £1.

Kromé uvedenych vét prevzatych z [ 1] doplnime i1 nékteré vlastni:

Véta 4:
Kazda reciproka (antireciprokd) rovnice stupné n vynasobena korenovym soucinitelem
(x+1) vede na reciprokou (antireciprokou) rovnici stupne n+1.

Véta 5:
Kazda reciprokad (antireciproka) rovnice stupné n vyndsobena korenovym soucinitelem
(x-1) vede na antireciprokou (reciprokou) rovnici stupné n+1.

Véta 6:
Kazda reciproka (antireciprokd) rovnice stupné n vyndsobena korenovymi souciniteli
(x-a)(x-1/a) vede na reciprokou (antireciprokou) rovnici stupné n+2. Koeficienty
vysledné rovnice budou realné za predpokladu, Ze a je bud’ redlné cislo, nebo komplexni
cislo s modulem rovnym jedné.

Véta 7:
Kazda reciproka (antireciproka) rovnice stupné n vynasobena korenovymi souciniteli
(x-a)(x-1/a)(x-a*)(x-1/a*) vede na reciprokou (antireciprokou) rovnici stupné n-+4.
Koeficienty vysledné rovnice jsou redlné. Zde a je obecné komplexni cislo a a* cislo k
nému komplexné sdruzené.

Diisledky vét pro diskrétni filtry FIR

Nejprve pfipomeiime znamé souvislosti mezi koeficienty, resp. nulovymi body
systémové funkce K(z) (3) filtru FIR a jeho amplitudovou kmitoctovou charakteristikou K(w):
Ptenos filtru na nizkych kmitoctech ziskdme dosazenim z = 1 do systémové funkce:

:K(Z%

Ptenos filtru na poloviné vzorkovaciho kmitoctu wy/2 ziskdme dosazenim z = -1 do
systémové funkce:

K, = K(w%

w=0 z=1

K, =K(w :K(Z%

w=w /2 z=-1



Ptenos filtru na obecném kmitoc¢tu wy ziskame ze systémové funkce podle predpisu

K, =K@ =k .1=2T

wW=w, 2=/ w v
Filtr, pro n&jz plati Ko = 0 (Ko # 0) nazvéme AC filtr (DC filtr).
Filtr, pro n&jz plati K, = 0 nazvéme rejekéni filtr (filtr s nulou pfenosu na poloving
vzorkovaciho kmitoctu).
Filtr, pro n€jz plati K, =0 pro 0 < ay < wy/2 nazvéme filtr s nulou prenosu (na kmitoCtu ).

ANTISYM AC REJ, sudy rad

Dusledek véty 1:
Kazdy antisymetricky filtr ma vzdy nulovy bod z
= 1 a je tedy soucasné AC filtrem. V pripade

SYM REJ, lichy rad
SYM, sudy rad

radu n > 1 je mozné tento nulovy bod separovat, — 1-z" [T] 1+z" []
¢imz vznikne symetricky filtr radu n-1.

Dusledek véty 2:
Kazdy symetricky filtr lichého Fadu n = 2k+1 ma ~— ANTISYM AC, lichy rad
vzdy nulovy bod z=-1, je tedy automaticky SYM, sudy rad

rejekcnim filtrem. V pripadé radu n > 1 je mozné

tento nulovy bod separovat, cimz vznikne

symetricky filtr Fadu 2k. 17z
Dtsledek véty 3:

Ma-li libovolny symetricky ci antisymetricky filtr

nulovy bod z # £1, pak ma soucasné i nulovy bod 1/z a prislusné nulové body komplexné

sdruzené.

Disledek véty 4: =~ , SYM (ANTISYM) REJ
Rozsirenim kazdého symetrického (antisymetric-

kého) filtru Fadu n o libovolny pocet r nulovych SYM (ANTISYM)
bodu z = -1 vznikne vzdy symetricky (asymetric-
ky) rejekcni filtr radu n+r. — 1427 [ T—
Dusledek véty 5:
Rozsirenim kazdého symetrického (antisymetric-
ANTISYM (SYM) AC

kého) filtru radu n o libovolny pocet r nulovych
bodit z = 1 vznikne DC filtr 7adu n+r. V pripade SYM (ANTISYM)
sudého poctu pridavnych nulovych bodu bude
vysledny  filtr  symetricky  (antisymetricky),
v pripadé lichého poctu bude antisymetricky
(symetricky).

Disledek véty 6: SYM (ANTISYM), NULA PRENOSU na w0
Rozsirenim kazdého symetrického (antisymetric-
kého) filtru radu n o dvojici nulovych bodii
exp(janT), exp(-janT) vznikne symetricky (asyme-
tricky) filtr radu n+2 snulou prenosu na
kmitoctu .

Dusledek véty 7:

Rozsirenim kazdého symetrického (antisymetric-
kého) filtru Fadu n o Ctverici nulovych bodii o SYM (ANTISYM)
a+tjb, a-jb, 1/(a+jb), 1/(a-jb) vznikne symetricky 2 =arib

(antisymetricky) filtr Fadu n+4. Pro modul _||(1-zz")1-z'z")
korenut rovny jedné se bude jednat o filtr s nulou (I1-zyz )1 =z, 'z
prenosu.

-1 H 1

1-z
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V tabulce 1 jsou shrnuty nékteré vySe uvedené poznatky. Je zfejmé, Ze pomoci
symetrického filtru je principidlné mozné realizovat vSechny zndmé pribéhy kmitoctové
charakteristiky, zatimco pomoci filtru antisymetrického lze dosdhnout pouze realizace
rejekéni pasmové propusti (pro sudé i liché tady) a rejekéni dolni propusti (pouze pro liché

fady).

typ filtru symetricky filtr antisymetricky filtr
rad sudy i lichy rad sudy rad lichy

DP ne
DP rejekcni ano
HP ano ne ne
PP

PP rejekcni ano ano
Pz ne ne

Tab. 1. Ptehled moznosti realizace riznych typt FIR filtrG s linearni fazi symetrickymi a
antisymetrickymi strukturami.

Priklad

Uvazujme antisymetricky rejekéni AC filtr 10.fadu o koeficientech
[7.20396e-3 2.19314e-2 5.29020e-2 7.93358e-2 5.88771e-2 0 -5.88771e-2 -7.93358e-2
-5.29020e-2 -2.19314e-2 -7.20396¢-3].

Filtr m4 nulovy bod z = 1 (dtsledek véty 1). Po jeho separaci ziskdme koeficienty
symetrického DC rejekcniho filtru 9. fadu:
[7.20396e-3 2.91353e-2 8.20373e-2 1.61373e-1 2.20250e-1 2.20250e-1 1.61373e-1
8.20373e-2 2.91353e-2 7.20396e-3].

Kazdy symetricky filtr lichého fadu ma nulovy bod z = -1 (dasledek véty 2). Jeho
separaci ziskdme koeficienty symetrického DC filtru 8. fadu:
[1.44079e-2 4.38628e-2 1.20212e-1 2.02534e-1 2.37966e-1 2.02534e-1 1.20212e-1
4.38628e-2 1.44079¢-2].

VSechny filtry vykazuji linedrni fdzovou kmitoctovou charakteristiku. Amplitudové
charakteristiky jsou srovnany na obrazku.

Amplitudova kmito¢tova charakteristika (dB)
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