6. Diskretns signdly

6. DISKRETNI SIGNALY

Jsou popisovany specialnim typem funkce - posloupnosti. Argumentem funkce muze byt bud’
poradi vzorku - naprt. k, nebo chceme-li zdiraznit prabéh signalu v ¢ase, tak diskrétni ¢as, napi. K. Ty,
kde Ty je ¢asovy interval mezi dvéma po sob¢ jdoucimi vzorky. Z toho plynou ¢asto pouzivané
ekvivalentni zapisy diskrétniho signalu:

5 k) ° (kT ).

Diskrétni signaly odvozené vzorkovanim konkrétnich fyzikalnich signala maji rozmér téchto signali.
U diskrétnich signald, kterymi modelujeme napiiklad pochody v systémech ¢islicového zpracovani
signalt, se jednotka neuvadi.

6.1. PERIODICKE DISKRETNI SIGNALY

Vykazuji periodicitu podle vzorce
gk) =gk +N). (6.1)

Neimensi prirozené ¢islo N splnujici vzorec (6.1) je (bezrozmérna, normovana) opakovaci
perioda signalu.

Pozor! V jedné periodé je obsazeno pravé N vzorkia signalu. Znamena to, ze pii grafickém
vymezeni periody signalu souvislého ¢asu, jehoz vzorkovanim vznikne periodicky diskrétni signal, je
mozné do této periody zahrnout jen jeden z krajnich vzorkd, nikoliv oba dva. Jeden z krajnich vzorka
jejiz soucasti dalsi periody.

Pri pouziti ,,casového™ zapisu vychazi

kT, ) = (KT, +NT,), 6.2)
kde
NT, =T, (6.3)
je opakovaci perioda v sekundach.

Reciproka hodnota opakovaci periody je opakovaci kmitoc¢et F,[HZz], piipadné bezr ozmérny
(normovany) opakovaci kmitotet F,:

R=t=t Ny F=1-Hp (6.4)
T, N, N N

Normovany kmitocet F, udava, kolikrat je skutecny kmitocet mensi nez je kmitocet vzorkovaci.
Kruhovy opakovaci kmitoget [rad/s], normovany kruhovy opakovaci kmitodet W, :

W, =2pF, [radld, W, =2p F, =% [rad] (6.5)
\Y

Globdlni charakteristiky diskrétnich periodickych signdlii - energie, vykon, stredni hodnota,
efektivni hodnota

Vyéiduji se sumaci signalu pies 1 opakovaci periodu, pticemz je lhostgné, jaky zvolime
pocatecni bod sumace.
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Okamzity vykon signalu (normovany)
p(k) = s*(k). (6.6)
Energiev jedné periodé signalu (normovana)

w=3g pk) =& s*(k). (6.7)

kI N ki N
Zapis kT N ika, ze sumacni index k prochazi celou periodou N bez ohledu na vychozi bod.

Stiedni vykon zajednu periodu signalu (normovany)

P=-8 plk)=1 =8 S(K). ©9)
k

N i N
Stiredni hodnota za jednu periodu (stejnosmérna slozka)

=—a k). (6.9)

Efektivni hodnota (druha odmocnina ze stiedniho vykonu)

S, =JP= /%é (k) . (6.10)
kI N

Vzajemna energie dvou periodickych signalt s; a s, se soudélnymi periodami (N, je vétsi
Z obou period)

W, =W =  5,(K)s, (k). (6.11)

ki N,
Vzajemny stiredni vykon dvou periodickych signalt s; a s, se soudélnymi periodami

Po=Py= Ni é Sl(k)sz(k)- (6.12)

1 ki N,

Jsou-li vzajemné energie (vykony) nulové, pak jsou signaly s; as, viéi sobé ortogonalni.

Har monicky diskrétni signal

Jeho 3 zakladni parametry: amplitudaC (C3 0)
opakovaci frekvence F [Hz] nebo F [-]
pocateeni fazej [° nebo rad]
Dalsi souvisgjici parametry:  velikosti kosinové asinové slozky A aB
(viz obr.6.1 adalsi text) kruhova opakovaci frekvence W, [rad/s] nebo VT{ [rad]
opakovaci perioda T; [s] nebo N [-]
¢asovy posuv ts[s]
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Obr.6.1. Diskrétni harmonicky signal.

Globdlni charakteristiky:

Stitedni hodnota za jednu periodu

S =0.

6. Diskretns signdly

(6.13)

Stiredni hodnota kladné pilviny (za ptedpokladu celistvého poétu vzorka na pulperiodu m)

S, =icotg£C® zC prom® ¥ .
m 2m p

Efektivni hodnota

S, =—LC#0,7071C.

N

Matematicke modely diskrétniho harmonickeho signdlu:

(k)= C oW T, +] ) = 4okl + BN

- ) s(kn)

opakovaci perioda T, = \2N_p = NT,, N celé;
1
nebo

1= © cofkWsj ) =Coogk T+ §= Aopatfl Gk

- a(k) sk
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opakovaci perioda N = _-II_-—l , N celé,
\%

s(K).. kosinova slozka,
s(K).. sinova slozka.

Prepocitavaci vztahy mezi parametry raznych popisi jsou obdobné jako u harmonickych
signalt souvislého ¢asu.
Komplexni vyjadreni diskrétniho harmonického signalu (zalozeno na cosa = %eia +%e‘ 12y .. proti
sobe rotujici fazory, jejichz thel natoceni se meni v ¢ase po diskrétnich krocich WT,, = VT{ .

{kT,) = Coil Wi  Cooli g iMWiT, — golhWiT, | g7 o Wi,

303
- o (6.18)

C C :

&:_e” p :_’ar &: ,
> 4= argé=]
nebo

k) =l oWy C ol g Vs golWy g g W, (6.19)

3%3 31>3

&*

Konstantni (stefnosmérny) diskrétni signal jako zvlastni piipad harmonického signalu pro
W, =0:

Konstantn/ diskrétni signdl C> 0 (C< 0) je avastnim pripadem diskrétnzho harmonického
signdlu o amplitudé +C ¢, pocdtecni fazi j = 0(j = 180°) a kmitoctu W, = Orad.

Nejednoznaénost kmitoétu a dalsi zvlastnosti diskr étniho har monického signalu

Z grafu diskrétniho harmonického signalu nemusi byt na prvni pohled zigimé, jaké jsou
velikosti amplitudy a pocatecni faze. Polohy extrémi harmonického signalu se totiz nemusi shodovat
s polohami vzorkd. Toto |ze dodatecné zjistit konstrukci harmonické ,,obalky* - viz obr.6.2.

Ccos(kw, +j ) Ccos[k(yvv -Wo)-j ] Ccogk(w, +wy)+j ]

(O . C
_ w
Wy - Wo Wy Wy +Wq
]
W W

Obr.6.2. Nejednoznagnost kmitoctu a pocatesni faze diskrétniho harmonického signalu.

150

PDF byl vytvofen zkuSebni verzi FinePrint pdfFactory http://www.fineprint.cz



http://www.fineprint.cz

6. Diskretns signdly

Konstrukce harmonické ,,obalky“ vsak neni jednozna¢nou tulohou, jak ukazuje obr.6.2.
Takovych obalek miizeme zkonstruovat nekone¢né mnoho, jak plyne z nasledujiciho vzorce:

(KT, ) = CcoKWT, +j ) = Ceogk(mw, - W)T, - j | =

(6.20)
= Ccos[k(mwv +WT, +] ] m celé,
nebo v normovaném zapise
k) = Ccos(kVT/1 +] )= Ccos{k.Zp(m- Ifl) - ] = 621

= Ccos{k.Zp(m+ I?l) +] ] m celé.
Proto je mozné vzorky harmonického signalu (6.20) ,,prolozit* harmonickou obalku o kmitoétu
mw, - W, apocatecni fazi -j , nebo obalku o kmitoctu mw,, +W, a pocatecni fazi +j . Z toho plyne,
7€
Vztah
. 2p .. 06
KT, ) = CcogKW, T, +j )= CcosZk == +j 2
S( v) S( 1lv Tl ) 3% N J 5

predstavuje matematicky popis nekonecné mnoha diskrétnich harmonickych signdlii o kmitoctech

_ =) = 16
mwy, + W, =w, (m F) —W\,g?niﬁa (6.22)
a pocatecni fazi j , mcelé.
Z uvedeného plyne, Ze vznika nejednoznacnost v prifazeni parametri kmitocet - pocatecni faze
k harmonické posloupnosti. Nejmensi z kmitocta odpovida ,,nejpomalejsi“ obalce vzorki a tento
signal jako jediny ze vsech spliiuje podminku vzorkovaciho teorému. Spektralni ¢ary ostatnich obalek
jiz lezi v oblasti nad polovinou vzorkovaciho kmitoctu.

Fourierova rada diskr étniho periodického signalu

Je matematicky zapis tvrzeni, ze diskrétni periodicky signal s,(kTy), resp. sy(k) s opakovacim
kmitoétem F, , resp. F, as poctem vzorki na periodu N Ize slozit z konstantniho signalu a konegného
poctu diskrétnich harmonickych signalt o kmitoctech k.Fy, k=1, 2, 3, ..., M. Pocet harmonickych
slozek M zavisi natom, zda je normovana opakovaci perioda N suda nebo licha:

: g pro N sudé,
M=ji N1 (6.23)
IT pro N liché.
i
Komplexni tvar Fourierovy fady diskrétniho periodického signalu:
k2P -
s() =& X(n)e"™ . KT N. (6.24)
nl N
Komplexni koeficienty Fourierovy fady:
o - jkn2P
X(n)=a s,(ke " V. (6.25)

ki N
Zapis typu kT N,nT N znamens, ze piislusny index maze prochazet postupné N po sobg
jdoucimi stavy. Obvykle se vali posloupnost 0, 1, 2, .., N-1.

Komplexni koeficienty Fourierovy fady vykazuji uréitou symetrii a periodicitu, coz je dano
nejednoznagnosti kmitoctu diskrétniho harmonického signalu. Konkrétné plati:
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X(n+N)=%(N).. periodicita
%(n- N)=X"(N).. komplexng sdruzena symetrie
Na zaklad¢ téchto vlastnosti Fourierovych koeficienti lze (6.24) zjednodusit na redukovany

tvar Fourierovy fady diskrétniho periodického signalu. Tvar rady zavisi na tom, zda pocet vzorki N
signalu v jedné periodé je sudy nebo lichy.

N liché
Signal se sklada z konstantni slozky a (N-1)/2 diskrétnich harmonickych slozek:

(N-1)2 ,
2 p
2 ‘(ﬁ?kw*

S - stredni hodnota (ss slozka) S, - amplituda n-t¢ harmonické slozky

(6.26)

\ j n - pocatecni faze n-té harmonické slozky

N sudé
Signal se sklada z konstantni slozky, N/2-1 diskrétnich harmonickych dozek a tzv. degenerované

harmonické:
: (6.27)
X— degenerovana harmonicka

j n - pocatecni faze n-té harmonické slozky
S - stiedni hodnota (ss slozka) S, - amplituda n-té¢ harmonické slozky

Poznamka: Fourierovy koeficienty X(0)a X(N/2)jsou vzdy realné.

Obecné vlastnosti Fourierovy Fady diskrétniho periodického signalu:
a) Linearita (s; as, musi mit stejnou opakovaci periodu):

signal koeficienty X(n)

Sl(k) )P(l(n)

s, (k) %, (n) (6.29)
a5 (K) +a,5, () a, X, (n) +a, %,(n)

b) Periodicitasignalu i jeho Fourierovych koeficienta:

signal koeficienty X (n)
oK)=k +N) X(n)=X(n+N) (6:29)
¢) Posun periodického signalu v ¢ase:
signal koeficienty X(n)
sk) *(n) (6.30)
-4
sk-m) X(n)e Jman, mcelé
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d) Posun spektralnich ¢ar:

koeficienty X(n)

signal
k) X(n)
s(k)ejmkﬁp, m celé X(n- m)

€) Presmérovani toku casu:

koeficienty X(n)

signal
k) X(n)
{-¥) A(-n)=X(0)

f) Diference diskrétniho periodického signalu:

koeficienty X(n)

signal

0 0

S(k) = [5S] anﬂpg
g0 gy R

g) Soucin dvou signalt se stejnou opakovaci periodou:

koeficienty X(n)

cyklicka konvoluce

>

signal

si(k) Xy(n)

S (K) X, (n)

(959 LA, ()4 %) -

6. Diskretns signdly

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

h) Konvoluéni souéin (cyklicka, kruhova, periodicka konvoluce) dvou signali v ramci 1 periody:

signal koeficienty X(n)
s,(k) X, (n)

Sz(k) ﬂz(n)

s(k)A (k)=

astlsten= g o
=§%®#%0
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Spektrum diskrétniho periodického signdlu

Je tvofeno mnozinou jeho diskrétnich harmonickych slozek v souladu s (6.26) a (6.27).
Graficky se spektrum znazoriuje spektralnimi ¢arami jako amplitudové a fazové spektrum. Mnohdy se
toto spektrum uvazuje jako periodizované v souvisosti s ngjednoznagnosti kmitoctu a pocatecni faze
diskrétniho harmonického signalu (viz obr.6.2).

Parsevalitv teorém pro diskrétni periodickeé signdly

Kvadrdt efektivni hodnoty (= normovany vykon) diskrétniho periodického signdlu se rovng souctu
kvadr atu efektivnich hodnot jeho diskrétnich harmonickych slozek.

Ruzna matematicka vyjadieni:

Vypocet energie signalu za 1 periodu z vzorku signalu a z jeho Fourierovych koeficienta:

w=§ (k) __a|>& | (6.36)
kI N iTN
Vypocet stiedniho vykonu signalu za 1 periodu z vzorku signalu a z jeho Fourierovych koeficienti:

p=13 5?(K) __a|>& | (6.37)
N KT N iTN
Zapis pomoci amplitud harmonickych slozek:
N liche:
ﬂ 0 2 1(N'1)/2 2 (N l)/2
p= IEI) +E 3 W)&() =+ § 2, (6.38)
n=1 n=1
N sudeé:
(o[ 1NZY 5 2 )&N/ZZ Nj2-1
P:# 5 - W)2(n) % =S+ Q Sin+Sinpe (6.39)
n=1 n=1

Vztah Fourierovy iFady diskrétniho periodického signdlu a DFT

Pomoci algoritmu DFT (diskrétni Fourierovy transformace) nebo jeho verzi optimalizované na
rychlost FFT (Fast Fourier Transform) lze vypocitat naprosto presné komplexni koeficienty
Fourierovy fady diskrétniho periodického signalu a z nich i amplitudy a pocatecni faze diskrétnich
harmonickych slozek podle (6.26) a (6.27). Jinymi slovy:

koeficienty DFT = koeficienty Fourierovy rady diskrétniho periodického signdlu.

Korela¢ni funkce diskrétnich periodickych signdlii

Jsou definovany obdobné jako u periodickych signalt souvisiého ¢asu. Funkéni zavislost
vzajemnych stiednich vykont dvou signali za 1 periodu na vzajemném posunuti signala m je
korelacni funkce. Jedna-li se o dva stejné signaly, hovorime o autokorelacni funkci.

Vzajemna korelagni funkce periodickych signalt s;(K) a sy(K):

Ry (m) == a s.(K)s, (k +m) .. posouvame sy(K) viici sy(k), (6.40)
kl N
R, ( ) = % é Sz( ) (k + m) ... posouvame s (t) vagi sy(t). (6.41)
kT N
Plati
Rﬂ(m): R12(' m)_ (6.42)
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6. Diskretns signdly

Korelacni funkce diskrétnich periodickych signdli s opakovaci periodou N je periodickd se stejnou
opakovaci periodou N. Proto ji |ze rozozit do Fourierovy 7ady:

jm2> o * jmn 2P
Ra(m) = Ni a X; (n) X, (n)e"™ N, Ry (m) = Ni & X, (n)X; (n)e™ ™ (6.43)

kde X,(n) aX,(n) jsou komplexni Fourierovy koeficienty signali s, as,. Pro Fourierovy koeficienty
korelagnich funkci tedy plati

Ko (1) =53 () Xo(n). K () =%, () X5 ). (6.44)
Autokorelacni funkce signalu s(k):
R(m) = % a sk)gk+m). (6.45)
kTN
Je sudou funkci posunuti m:
R(- m)=R(m). (6.46)
Nabyva maximapro m=0:
Ru =R(0) ==& (k) = . (6.47)
kTN

Je periodicka sopakovaci periodou N b existuje jeji Fourierova fada (zobecnéni Parsevalova

teorému):
1 o 2 jm?
Rm=-—3 |>&(n)| e N . (6.48)
N nl N
Pro Fourierovy koeficienty autokorelaéni funkce tedy plati
ﬂdm:%umf. (6.49)
Fourierovu fadu Ize upravit, zvlast pro lichy a sudy pocet vzorka na periodu.
N liché:
2 (N-1)2 2
R(m) = ‘ﬂ +2 3 & cos?m (6.50)
N n=1
N sudé:
X(0) (N2 % (n)[*
R =—7 —\ 7
=P 2 %
(6.51)

Vsechny harmonické slozky autokorelacni funkce jsou kosinusové (dusledek sudosti) s nulovymi
pocateénimi fazemi. Amplituda k-t¢ harmonické je kvadratem efektivni hodnoty k-t¢ harmonickeé
signalu s(k).

Ne kazda diskrétni periodicka funkce tedy mize byt autokorela¢ni funkci diskrétniho signalu.

Diskrétni periodické signaly se stejnym amplitudovym a raznymi fazovymi spektry maji stejnou
autokorela¢ni funkci.
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