4, Nahodneé procesy

4.2. NAHODNE PROCESY SDISKRETNIM CASEM

V mnoha pripadech je nahodny proces definovan pouze v urcitych diskrétnich ¢asovych
okamzicich, napt. pii jeho vzorkovani. Nahodny proces je pak tvoien posloupnosti hodnot a
nazyvame jg nahodnou posloupnosti. Pro popis Ize pouzit metod popsanych v kapitole 4.1, kde misto
¢asu t uvazujeme n nasobky uréitého ¢asového intervalu T, kterym je napt. perioda vzorkovani.

Jako priklad uvedme napi. vypocet stiedni hodnoty a disperze jednorozmérné nahodné
posloupnosti s diskrétnimi hodnotami

a(n) =g % P(x.n), (4.29)
i=1
3 2
D(n) =@ [x - am] P(x.n). (430)
i=1
Necastéji pouzivanou ¢iselnou charakteristikou 2.radu je korelaéni funkce:
R(N.M,) = & & %X P, X, .n.m,). (4.31)
i=1 j=1

Upravou (4.20), (4.21) a (4.22) Ize ziskat vztahy pro vypocet stiedni hodnoty, disperze a korelagni
posloupnost stacionarniho ergodického diskrétniho nahodného procesu:

_ o1
f =<x (n)>= ’Lt@n; Nna:‘l x(n) , (4.32)
5} =<[x(n) - £]?>= lim iéN‘ [x(n) - %] (4.33)
Nex N 7 ’ ’
14
F'Q(m) =<x (N)x(n+m)>= '!ll®n; N na:‘l x(n)x(n+m). (4.34)
Spektralni charakteristiky dostaneme opét obménou vztaht (4.24) a (4.25). Spektralni hustota
stiedniho vykonu pak bude:
¥
Gw) = § R(m)e "™, (4.35)
me- ¥

kde w je normovany kmitocet, ktery 1ze vyjadiit pomoci skute¢ného kmitoctu W vztahem:

w =WT, . (4.36)

Vztah (4.35) ma spise formalni charakter, nebot’ v konvenénim vyznamu idealni diskrétni signal
zadny vykon nema. Spektralni hustota vykonu spojitého procesu je dana vztahem (4.24). Budeme-li
chtit tuto funkci urcit ze vzorka spojitého procesu vzorkovaného s periodou T, , pouzijeme vztah:

G.(W) » 1 & R(MT,)e M = 5 GOWT,) = G(w) . (4.37)
° 2 Y 2p Y2

m=-¥

Jedna se v podstaté o vypocet (4.24) obdélnikovou metodou, kdet je nahrazeno mT,.

Upozornéni: kmitoctu w ve vztahu (4.24) odpovida tedy kmitocet W ve vztahu (4.37)! Vzhledem k
tomu, ze v diskrétnich soustavach byva zvykem pouzivat normovany ¢as m misto skutecného mr, , je
mozné psat misto R(mT,) jen R(m) aniz by to mélo vliv navysledek.

V zhledem k tomu, ze spektralni hustota vykonu diskrétniho nahodného procesu je spojita a periodicka
speriodou W, =204 1ze pii vypoctu korelacni posloupnosti integrovat v mezich od W/ do " .

Pak tedy plati:
W
2 _ 1P _
R(m) = c‘ps(\/\/)e"’““TVdW = P C‘p(w)e'wmdw : (4.38)
p
W -p

2
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OESENE PGIKLADY

I 4.11. Bernoullitv stacionarni nahodny proces je definovan vlastnostmi:

X(n)=1 s pravdépodobnosti P,
X(n)=-1 s pravdépodobnosti Q=1-P.

Prom? 0 jsou nahodné veli¢iny X(n) a X(n-m) statisticky nezavislé.
Urcete: 1. funkci hustoty pravdépodobnosti p(x),

2. sttedni hodnotu a,
3. distribu¢ni funkci F(X),
4. disperzi D,

5. autokorelagni posloupnost R(m),

6. stredni vykon.
o Resen::
ad 1), ad 2)

o —o

~———o0

5 4 -3 -2
-6 -1 1 4 —=nN
-10
Obr.4.7. Priklad realizace Bernoulliova procesu.
Nahodny proces nabyva dvou moznych stavi:
X1, A Xo.
P(x) F(x)=P(X<x)
(- 1 o—
1-P
P o—1
| |
-1 17 —=>X -1 1 — X

Obr.4.8. Funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti P(x)I adistribugni funkce F(x) Bernoulliova

nahodného procesu.
ad 3)

a=Q xP(x)=-1P+1x1- P)=1- 2P,

i=1

Prabeh stiredni hodnoty a=f(P) je na obr.4.9a.

ad 4)
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4, Nahodneé procesy

D= én [% - a]ZP(xi) =[- 1- @- 2P)]2P+[1- (1- 2P)]2(1- P) = (-2+2P)2P+4P%(1- P) =

=4P(1- P).

0.5}~ oo

T/Y: ool

o 0.5 1 0 0.5 1
P P

Obr.4.9. Pribgh sttedni hodnoty a a disperze D Bernoulliova nahodného procesu.
ad 5)

g &
RM=a a xX;P(x,x;,0,m).

i=1 j=1
a) m=0:

2
R(0)= § x?P(x)=P+(1- P)=1.

i=1
b) mt O:
Dva jevy zkoumané v kroku n a v kroku n+m jsou statisticky nezavislé. Proto |ze vztah pro korela¢ni
funkci upravit:

s & S S 2 2
RM=aq a xXx;P(x,x;,0¥) =g xP(x)a x;P(x;) =a” =(1- 2P)",

i=1 j=1 i=1 j=1

1 ro m=0

R(m) = 4 o P

(1- 2P)° pro m* O
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15

R(m)

0.5¢r

m

Obr .4.10. Pribgh autokorelagni funkce v intervaluml &7,107 P=0.7.

ad 6)

Stredni vykon: R(0)=1.

Pozn. pro stiedni vykon plati (4.17) a (4.13)

R(0)=D+a’ =4P(1- P)+(1- 2P)* =4P- 4P? +1- 4P +4P* =1,

I 4.12. Dokaste, ze Bernoullitiv proces je bilym sumem pro P=0.5.

o Reseni:
Vlastnosti bilého sumu: 1. nulova stiedni hodnota,
2. konstantni spektralni hustota vykonu.

ad 1)
a=1- 2P=1- 2>05=0.
ad 2)

5 i o1 ro m=
Gw)= § R(me "= R(m)=aa2:0 Ero m?

azR(O):l

m=-¥

rr 4.13. Bily sum byl navzorkovan s kmitostem f,=8kHz a priveden na vstup idealni dolni

propusti 0 meznim kmitoctu f,.=3kHz. Nacrtnéte autokorelaéni posloupnost na vystupu
dolni propusti.

G(©2)

4
A

-Q, Q

Obr.4.11. Spektralni hustota vykonu navzorkovaného bilého sumu po projiti idealni dolni propusti.
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o Reseni:
Bily sum ma konstantni spektralni hustotu vykonu. Ozna¢me ji napi. G(W) = A. Po projiti idealni
dolni propusti bude najejim vystupu posioupnost se se spektralni hustotou podle obrazku 4.11.

G(W)=A=konst. pro W <W,,.
M W,
2 n 4 JWhiT, VU
i i eelvu 2A .
R(M = @& e gw = Ape!'V = Aa 1+ == en(W.mT,) =
( ) V\(‘/ﬁs(vv) qube gﬁawm mTV ( m v)
2

= 2Aw,_ sinc(W,mT,) = 2Aw, S nc(2pm%) =2Aw,sinc(0.75kp).

\

14
4xO

35}
3,
25}
2,
E 15}
a4
1,

0.5

e

) /\/ﬁvf\y \y%ﬁ\v . _

-0.5

-1
-5

10
m

Obr.4.12. Autokorelagni posloupnost bilého sumu navystupu dolni propusti, A=1.
Poznamka:

Stiedni vykon pro a=0 je roven disperzi nahodného procesu pro A=0 je R(0)=2Aw,= 3,3340".

I 4.14. Bylo zisténo, ze soubor nahodnych posloupnosti nabyval v okamzicich ny, n, =1, +2,
+3,... diskrétnich hodnot s danou pravdépodobnosti podle obrazku:

P(x,n) a)
TTITT

2 4 6 8 10—>x
P(x,n,)
A b)
0.6
041

- =

Obr.4.13. Funkce rozlozeni pravdépodobnosti a) pro nq, n, licha,
b) pro ny, n, suda.
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Nareslete korelacni posloupnost tohoto procesu za predpokladu, ze nahodné veliciny X(n;) a X(n;) jsou
statisticky nezavislé pro n;t n,.
o Reseni:

5
o

R(LY) = E{ X() X (D} = @ X*P(x.1]) = (2% +4? +6° +8% +10°) 02 = 424,

R(L2) = E{ XM X(2} = & %X P(x.%.12) = & %P(x Dx;P(x;.2) =

i=1 j=1 i=1 j=1
= 2024304 +5X0.6) + 4X0.2X3X04 +550.6) + 602 X3x04 +5X0.6) + 8502 (3504 +5X0.6) +
+10X0.2%3X04 +5X0.6) = 02X3X04 +5x06) X2 + 4+ 6+8+10) = 252,

5 5 5 5
RL3) = E{ XWX} = A x%P(x.% .13 =8 Q %P .DxP(x;,3) =

i=1 j=1 i=1 j=1
=(2+4+6+8+10)x02X42+4+6+8+10)>0.2 = 36,
R(14) = E{ X() X (4)} = R(12) = 252,
R(21) = E{ X(2) X()} = R(1,2) = 252,
2

R(2,2) = E{X(2)X(2)} = A ¥*P(x,2) =32 X04+5° 06 =188,

i=1
R(23) = E{ X(2) X()} = R(21) =252,

2 2 2 2
R(24) = E{X(2)X(4)} = & & X P(%.%.24) = & % P(x.2)x;P(x; 4) =

i=1 j=1 i=1 j=1
= (043+0.6>5) X043+ 0.65) = 17.64.
Pri vypoétu jsme pouzili vztahu (4.31)

R(11) pro n, =n,:liché
%R(Z,Z) pro n, = n,:sudé
Daleziggme plati R(n;,n,) =" R(12) pro n, =n, +1+ 2k
XR(LB) pro n, =n, +2k,n;:liché
R(24) pro n,=n, *2Kk,n:liché

kdek=1,2,3,....a n;, n, =+1,+2 +3...

R(n,.n,)
T 42.4
36
25.2 25.2
25.2 2t s,z
36
) 17.6
25_2// '_1 25.2 //' //
25.2 -1 2'57 0 g 2
e yd /// —>n
17.6 18
e 1
2/
nZ
Obr.4.14. Korelagni funkce R(ny,ny).
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