1. Sgndly se souvislym ¢asem

I 1.15. Co se stane se spektrem signalu z obr.1.12, dojde-li k zv&tseni jeho opakovaci frekvence
na 500Hz?

o Reseni:
Viz obr.1.15
uv[Vvl u(t)[Vvl
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Obr.1.15. Vliv opakovaci frekvence na spektrum.

& Poznatky z pittkladu:
Pri

vzristu opakovaci frekvence impulsi dojde kzwedeni spekirdlnich car a kjgich
proporcionalnimu zvetsend, protoze vzroste i energie signdlu (impulsy se castéji opakuiq).

I 1.16. Co se stane se spektrem signélu z pt.1.12, dojde-li k jeho stejnosmeérnému posunuti podie
obr.1.16?

o Reseni:
Viz obr.1.16. Tvar signalu se nezménil, pouze jeho stejnosmeérna slozka:

. -3
U,.T=05110°- 05410° =-1510° b U, =_20

—— =-0,3V.
51073
& Poznatky z pikladu:

Zmenou steinosmerného posuvu se nemeni spektrdlni cary svyjimkou cary na kmitoctu OHz.
Posuvem je ovlivnéna pouze stejnosmernd slozka, vyssi harmonické pocinaje prvni udavaji tvar
signdlu.

C

2=.5,

I 1.17. Porovnejte spektra signalu pied a po jeho prichodu invertujicim zesilovasem o pienosu
U,
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Obr.1.16. Vliv stejnosmérného posunuti signalu na jeho spektrum.

o Reseni:
Vsechny harmonické dozky véetné stejnosmeérné slozky budou nasobeny ¢islem -5.
Vliv naamplitudové spektrum: vsechny amplitudové ¢ary se 5x prodiouzi.
Vliv nafazové spektrum: faze vsech slozek se zméni o 180°.

rr 1.18. Signal je nejprve zaznamenan na médium a pak piehran dvojnasobnou rychlosti. Jak se
zmeéni spektrum?

T EQ]

[ i/NlOO%
inm
0 f
&«
N @“’W"
L
0 t 0 f

Obr.1.17. Vliv komprimace signalu v ¢ase najeho spektrum.
o Reseni:
_ : - < N o= 1. _2%p_2p _
So(t) =g(mt); m>1 L komprimacev ¢ase (zrychleni); T, =—; W, ==-= ?m—w.m
m

m<1 Kexpanzev ¢ase (zpomaleni)
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:i‘ - JKWit :i‘ - jkwmt g — mt=a =
& m T Tdsm(t)e dt T gs(mt)e dt da = mdt
" mm
:m\ 'jkwad_a:a:t =
Tg(a)e m da=dt‘ «

& Poznatky z pittkladu:

Pri casové kompres (expanz) signalu sfaktorem m se kmitocet kazdé harmonické ve spektru m
krat zvetsuje (zmensuje). Dochaz tedy k premistovdni har monickych po kmitoctové ose beze zmeny
jegjich velikosti a fdzovych posuvii.

I 1.19. Dokaste, ze oba uvedené signaly maji naprosto stejné spektrum amplitud pocingje
1.harmonickou slozkou.

W(t) (1)

un% | U, | ’7
QO T ¢ Lol "i' ¢

tiy tig tix

Obr.1.18. Anayzované signaly.

o Reseni:
Soucet obou signalt dava stejnosmerny signal Uy,
u(t)+u,(t)=u, b
Up(t) =-uy(t) + U,

Signal uy(t) je tedy invertovany signal ui(t) se zménénou stejnosmérnou slozkou. Prosta inverze
signalu nema vliv na amplitudové spektrum (viz pi.1.17). Proto rozdil v amplitudovych spektrech
obou signala bude jen v stejnosmérné s ozce.

& Poznatky z prikladu:

Pribeh amplitudovych spekter je u obou obdélnikovych signdli stejny pro k> 0, kde k je poradi
harmonickeé. Pro sirku spektra je tedy rozhodujici nejen sirka impulsu, ale stejné tak i sirka mezery
mezi impulsy.

r 1.20. Jak se zmeéni spektrum periodického signalu po priichodu idealnim zpozd'ovacim
vedenim, jestlize pro vstupni a vystupni signal vedeni plati vztah

s(t)=s(t-t),
t >0 je zpozdéni.

o Reseni:

Zpozdime-li periodicky signal o ¢ast, posuneme o ¢ast vsechny jeho harmonické dozky, z nichz je
slozen, beze zmény amplitud. Amplitudové spektrum se tedy nezméni.
Zpozdéni 1.harmonické slozky o ¢ast znamena jgji fazovy posuv o -W .
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Zpozdeni k-t¢ harmonické slozky o ¢ast znamena jeji fazovy posuv o -k.W .
Matematické odvozeni:

&1 = % Chi(t)e et
T

1\ - _1\ - _t't:a_l\ - a + _
&k,2=?9‘a(t)e 'kWtdt-?gsl(t-t)e ]kWtdt_‘dtzda _7951(61)6 ewfast ) o -

=g %C‘ﬁ(a)e' KWa da =g Mg, b

h
62| =[€al.
jo=agé, , =agé, - KM =j - kWM.

¥
- 1.21. Urcete spektralni slozky periodického sledu Diracovychimpulsi st) = a d(t- kT,).

k=-¥
o Reseni:

2
¢, =ic‘p(t)e' ot gy = 1 c‘)ﬂ(t)e' g =1 p filtratni ucinek Diracova impulsu, viz vzorec
T, T, T
2

l-|—1 Tl
(1.80).
Stejnosmérna dozka: -1 .
L
2
, i sk Sc=26]=—.
k-ta harmonicka slozka: T,
i«=0 P
S . i 13 jm_1.2
Jt)= q e == g " ==+ = cofkw,t)
k=-¥ le=—¥ 1 1
2%
T
1
1
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Obr.1.19. Spektrum periodického sledu Diracovych impulsi.

& Poznatky z pittkladu:

Periodicky ded Diracovych impulsi sopakovaci periodou T; se skladd ze ss. dozky 1/T; a

nekonecného poctu kosinovych harmonickych o stejné velkych amplituddch 2/T,. Takovyto signdl
by zarusil nekonecné siroké kmitoctové pasmo.
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I 1.22. Urcete spektralni slozky jednocestns usmernéného harmonického signalu podie obr.1.20.
i(t)["'\]

/\5\ /\

/15 20 25 t[mg]

/ /
\ \
~_ ~_7

Obr.1.20. Jednocestng usmérnény kosinovy signal.
o Reseni:
B, =0 (sudysignal); T=20msb F =50Hz, W=2p.50rad/s,

510°°

Cpog Wt) cog kWit )dt .

-5108

A = O eos{iont)e = 2

Vyuzijeme toho, ze

cosa cosb =%cos(a +b)+%cos(a -b).

iT T
‘4 4 (k+2)wt] sinf(k- 2wt U4
INCER gpos|(k +)wedt + cpos| (k- 1Wt]dt =i{a il ] ( ]
2Ty ¥ T | 2Tg (k+)w (k- 2w H.I
1 4 4 4
'smgk+l Tu+s|n§k+1 gk 1 +S|ngk 1)Wqu
_ 14 44 _
2WT | k+1 k-1 Y
f b
) ,'rsmgk+1 sin gk 1)p Eiu cosgigg
== —|upra\/a|:-—2 2 , k1l
4p i k-1 p(k - 1)
f 'b
. k A [A] I [A] i [°]
Prok= L o] 03183 | 03183 0
L4 1| 025 0,5 0
A== Gosz(Wt)d A 2 0,1061 0,2122 0
T_I 3] O 0 X
4 4| -0,0212 0,0424 180
: . _ _ 5 0 0 X
Pocingje 3. harmonickou slozkou jsou vsechny liché 6| 0,0001 0,0182 0
harmonické slozky nulové. 71 o 0 X
8| -0,0051 0,0102 180
9] O 0 X
10| 0,0032 0,0064 0
M M M M
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Obr.1.21. Spektrum signalu z obr.1.20.

& Poznatky z piikladu:
Jednocestne usmernény harmonicky signdal lze pomerné presné aproximovat stejnosmernou
sozkou a prvnimi dvema harmonickymi. Tento signal neni/ zdrojem silnych rusivych vyssich
harmonickych.

I 1.23. Urcete vzajemnou korelacni funkci Ry(t) signali s,(t) = Ccos(Wt) a sy(t) = Csin(V\),
C=1V, W=2pF =2p.10°rad/s, T=10ns, F = 100kHz. Signal s,(t) vznikl zpozdénim
signalu s,(t) o 1/4 periody = 2,5ns.

v

o Reseni:

Ro(t) == cp(t)s:(t+t)dt = %2 Td:os(Wt)sin[W(t +t )]dt =

T

cosa sinb =Esin(a +b)— Esin(a - b)‘ _C 'n[W(Zt +t)]dt +C—2 A 'n(Wt )dt =
2 2 2'|'$'.fl 2'|'$'.fl

—|

c? 1 c? &Co )
=——|- cosW(2t+t )| +—sin{Wt ). T =¢c—== sin(Wt ) =S5 sin(Wt ).
7T oW (o)), + Spsin(we) €20 (Wt) = S sin(wt)
& Poznatky z piiikladu:
K maximdlni shodé (zde k totoznosti) obou signdlsi dojde, je-li signal sz(t) posunut na ose casu

Zpét 0 1/4 periody. Proto Rix(t) vykazuje maximum pri t = T/4; protoze oba signdly jsou
periodicke s periodou T, vykazuje periodicitu i vzdjemna korelacni funkce.

V pripadé posouvani signdlu s(t) pr fixnim s,(t) bychom obdrzeli funkei Ry (t) = -Ru(t).

I 1.24. urcete autokorelazni funkci signalu u(t) = U1 + cos(W1)], Uy, = 5V.
o Reseni:
Autokorelagni funkce:
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Rft) =2 gpft)uft+t ot =2 g1 coswr+ cosw(t +1 ot =
T T
= U?ff‘ d1+ cosW(t +t ) + cos(Wt) + cos(Wt)cosW t +t ]dt =
h
- U?ffé dcos 2Wt + W ) +cos(Wt )]d E U?ﬁ‘gT +%cos(Wt ).TE:
_ Ui§1+ cos(Wt )L}
é 2 g
T=0
(1) s(t) (1)

signaly jsou ortogonalni, maximalni shoda signali, signaly jsou ortogonalni, signaly jsou opainé,
vzajemny vykon = 0 ngjveétsi vzajemny vykon vzajemny vykon = 0 minimalni vzajemny
vykon (zaporny)

Obr.1.22. Vzijemna korelagni funkce signalt typu sinus a kosinus.
& Poznatek z piikladu:
K nejvetsi shode obou signdalii dochazi pri nulovéem posunuti t = 0. Pak

RO)= R =2 070 =

Kontrola: R(0) = 1,5U 2 ; efektivni hodnota signalu U,[1 + cos(W1)] je /15U,

rr 1.25. Signal u(t) = 5cos(\W) + 2sin(2W), W= 2p/T = 2pF, T=1ms, F = 1kHz je periodicky
sopakovaci periodou 1ms. Vypoététe jeho harmonické slozky metodou DFT (10-ti
bodové).

o Reseni:
Opakovaci periodu rozdélime na 10 dild po 0,1 ms a vypocteme vzorky signalu u(0), u(T/10),
u(2T/10), ..., u(9T/10), neboli pouzijeme vzorce:

—ugﬁ—-.:Scos?( -+29n§ -prok Oaz 9.
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Ztéchto 10 vzorki pak vypoéteme 10 koeficientti DFT a znich amplitudy a pocatecni faze
harmonickych.

— Reseni muzeme provést napfiklad pomoci MATLABU:

k=0:9; % definice ¢isel vzorku
u=5*cos(k*pi/5)+2*sin(k*2*pi/5) % vypocet 10 vzorkd signalu v 1 periodé
u=
Columns 1 through 7
5.0000 5.9472 2.7207 -2.7207 -5.9472 -5.0000 -2.1430
Columns 8 through 10
-0.3695 0.3695 2.1430
x=fft(u) % vypocet 10 koeficientd DFT
X =
Columns 1 through 4
0.0000 25.0000 - 0.0000i 0.0000 -10.0000i 0.0000 - 0.0000i
Columns 5 through 8
0.0000 + 0.0000i 0.0000 - 0.0000i 0.0000 - 0.0000i 0.0000 - 0.0000i
Columns 9 through 10
0.0000 +10.0000i 25.0000 + 0.0000i
Program provedl vypocet komplexnich koeficienti DFT podle (1.29) s nasledujicimi vysledky:
X, =0,
X, =25,
» =-10j,
0,
0
0

w

~

o
1

0
0

~

X e X O e X X
Il

¢ =10j,
X, =25,
Harmonické slozky uréime podle (1.30):

Stejnosmerna slozka: Uy = % =0V.

. U1:3|>&1|:o,2.25:5v,
1.harmonick4 dozka: N

j.=0
_ U, :3|>i2|:o,2.1o:2v,
2.harmonicka dozka: N
j , =argk, =-90°.

Dalsi harmonické jsou nulové. Nenulové koeficienty ¢.8 a 9 neznamengji nenulovou 8. a
9. harmonickou, jsou nenulové diky periodicité koeficienta DFT.
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Vysledek analyzy pIné odpovida tomu, ze signal ma pouze 1. a 2. harmonickou o amplitudach 5V a
2V apocatecnich fazich 0 a-90°.

& Poznatky z pikladu:

Soektralni dozky vysly presné (ale diky tomu, Ze je spineha podminka vzor kovaciho teorému).

Koeficienty DFT vykazuji symetrii:

R DR L R T S .
&N—n a k€ _a.uke e _auke _&—n_)&n’
k=0 k=0 k=0

takze pro vypocet spektrdlnich slozek jsou upot/ebitelné jen do N/2.

I 1.26. Urcete pomoci DFT spektralni slozky obdélniku na obr.1.23. Srovnejte vysledky
s prikladem 1.12, v némz bylo provedeno ieseni klasickou metodou.
u(t)

v

\
| | | [
-0,5ms 0,5ms 2,5ms 4,5ms t

L 5ms J

Obr.1.23. Periodicky signal avolba 10 bodi pro vypocet 10-ti bodové DFT.
o Reseni:
— Ptiklad pouziti MATLABuU:

s=[110000000 1];

x=fft(s)

X =
Columns 1 through 4
3.0000 2.6180 + 0.0000i
Columns 5 through 8
-0.6180 - 0.0000i -1.0000 - 0.0000i -0.6180 - 0.0000i
Columns 9 through 10
1.6180 - 0.0000i 2.6180 - 0.0000i

1.6180 + 0.0000i 0.3820 + 0.0000i

0.3820 - 0.0000i

Vysledky jsou zapsany do tabulky (jsou oznaceny vinovkou) spolu se spravnymi hodnotami
ziskanymi z pi.1.12.

k K, Uk[V] j~k[r8d] Uk[V] j k[rad]
0 3 0,3 0 0,2 0
1 2,618 0,5236 0 0,3742 0
2 1,618 0,2236 0 0,3027 0
3 0,382 0,0764 0 0,2018 0
4 -0,618 0,01236 p 0,0935 0
5| -1 0,2 D 0 X
6 -0,618

7 0,382

8 1,618

9 2,618
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Vidime zna¢né rozdily mezi spravnymi hodnotami a udaji vypoctenymi pomoci DFT. Chyba je v tom,
ze jsme zvolili piilis maly pocet bodi na opakovaci periodu. Pii tak malém poctu bodt hraje mj.
dilezitou roli volba velikosti tzv. piechodového vzorku v misté nespojitosti signalu, v nasem pripadé
jsou to vzorky ¢. 1 a 9. Nepresnéjsiho vysledku v ramci daného poctu bodi dosahneme volbou
piechodovych vzorku tak, jak je nazna¢eno naobrazku 1.24.

Obr.1.24. Optimalni volba prechodovych vzorka.

u(t)

0,5v

[ | \
-0,5ms 0,5ms 2,5ms

0,5v

5ms

|
4.5ms t

=

Provedeme-li opét vypocet koeficienti DFT, ziskame vysledky z tabulky:

K X, U, [V] i [red] UV] | «[red]
0 2 0,2 0 0,2 0
1 1,809 0,3618 0 0,3742 0
2 1,309 0,2618 0 0,3027 0
3 0,691 0,1382 0 0,2018 0
4 0,191 0,0382 0 0,0935 0
5 0 0 X 0 X

Chyba zefménau vyssich harmonickych je vsak stale velka. Dalsi obrazek ukazuje volbu bodu pro
32-bodovou DFT svysledky v tabulce.

u(t)

v

-05ms O 0,5ms 2,5ms 4,5ms
Obr.1.25. Volbabodi pro 32-bodovou DFT.
k X, Gk[V] j~k[r8d] Uk[V] J k[rad]
0 7 0,21875 0 0,2 0
1 6,4723 0,4045 0 0,3742 0
2 5,0273 0,3142 0 0,3027 0
3 3,0381 0,18988 0 0,2018 0
4 1 0,0625 0 0,0935 0
5 -0,6158 0,03849 p 0 X
6 -1,4966 0,09354 p 0,06237 p
7 -1,5687 0,09804 p 0,08649 p
8 -1 0,0625 p 0,07568 p
9 -0,1268 0,007925 p 0,04158 p
10 0,6682 0,04176 0 0 X
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Vysledky DFT pro N = 50 s optimalni volbou piechodovych vzork:

k %, U V] |1 [red U [V] |i «[rad] | % chybaamplitudy
0| 10 02 0 0,2 0 0

1 9,3426 0,3737 0 03742 | 0 013
2 7,5284 0,3011 0 03027 | 0 053
3 4,9856 019942 | 0 02018 | 0 11,18
4 2,2893 009157 | 0 00935 | 0 -2,06
5 0 0 X 0 X 0

6 | -14846 005938 | p 006237 p 4,79
7| 2021 008084 | p 008649 | p 6,53
8| -173 0,0692 P 007568 | p 8,56
9| -09262 003705 | p 004158 | p -10,89
10 0 0 X 0 X 0

& Poznatky z pittkladu:

Pri spektrdlni analyze periodickych signdli, které vykazuji prudké zmeny nebo dokonce body
nespojitosti ma velky vyznam volba tzv. prechodovych vzorki. Tyto vzorky by se mely volit jako
przmerné hodnoty limit Zleva a zprava v bodech nespojitosti.

Chybu, kterou jsou zatizeny vypoctené spektrdlni slozky, 1ze snizovat zvetsovanim poctu bodiz DFT.
Chybou jsou vice zatizeny vyssi harmonické nez nizsi.

V praxi se vol/ N jako celociselng mocnina ¢isla 2 pro urychlen: vypocti (algoritmus FFT). Bezné
pouzivané hodnoty N jsou 256, 512 a 1024.

K velkym vypocetnim chybam muize rovnez dojit, neni-li perioda signdlu rozdélena vypocetnimi
body na celistvy pocet dili.
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