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PREDMLUVA

Skripta pokryvaji prvni cyklus pirednasek predmétu ,,Datova komunikace“, vénovany zakladnim
poznatkim z teorie informace a tivodu do zdrojového a kanalového kodovani. Skriptum je tieba
chapat jako rozsifujici text k zakladni literature [1]. K lepsimu pochopeni teoretickych principa je
vyklad prokladan fadou resenych prikladi. Velkou inspiraci pri psani tohoto ucebniho textu byla
Ctiva skripta[4], ktera studentim doporucuji k studiu dalsich technik kodovani.

V Brné dne 22.9.2002 Dalibor Biolek
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DATOVA KOMUNIKACE - Uvod do teorie informace a kodovani.
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ZAKLADNI POZNATKY Z TEORIE INFORMACE

I nformace, zprava, signal.

Ziskavani informaci je proces probihgjici mezi piijemcem informace (¢lovékem, piipadné
strojem) a zdrojem informace (okolni realitou). Je-li konecnym prijemcem clovek, pak ma
informace obvykle charakter zpravy (tj. sdéleni v ur¢ité forme). Zprava se §ifi danym prostiedim
diky nosi¢i — signalu.

informace -
Zprava prijemce

realita = signdl / informace

zdroj informace

Obr. 1. Zjednodusené znazornéni procesu pirenosu informace od zdroje k piijemci.

s Priklad 1: Prenos informaci kourovymi signaly:

Souvidy tenky koui: ahoj — chci Ti néco fict.
Prerusovany tenky kour: ulovili jsme mamuta.
Souvidly ¢adivy kout: snédli jsme mamuta.

V 1. sloupci je uveden signal, ktery predstavuje pro piijemce zpravu (informaci) uvedenou v 2.
sloupci.

Signal mtize piijemce interpretovat rizné — mize vnimat barvu koute, jeho ,,vinéni* na horizontu
atd. Pro prenos informace jsou vsak dulezité jen nekteré atributy: zda je kour tenky nebo ¢adivy,
souvidy nebo prerusovany. Myslenkové tedy mize piijemce piavodni signal nahradit jinym beze
zmeény informacniho obsahu pienasené zpravy, napr.:

ahoj — chci Ti néco fict.

—————————————————————— ulovili jsme mamuta.

—— snédli jsme mamuta.

Z hlediska vysilani, prenosu, piijmu a uchovavani zprav |ze obecné definovat signal jako fyzikalni
velicinu(y), v jgiz nékterych parametrech je zakodovana dana zprava.

Z uvedeného vyplyva, ze obvykle je potieba na stran¢ piijemce provést zavérecnou konverzi
prijatého signalu na prijatou zpravu (informaci). To je tkol koncového zatizeni (TV, reproduktor,
dekodér), v pripadé kourového signalu dochazi ke konverzi ptimo ,,v hlavé prijemce.

Z hlediska informace ,,nanesené* na signalu neni dalezité, jak vlastni signal ,,vypada“, z hlediska
pouzitého prostredi sifeni signalu vsak ano. Toho se bézné vyuziva pii prenosu dat, kdy na trase od
zdroje k piijemci signal ¢asto stiida radu forem (analogovy, digitalni, elmag. vina, akusticka vina,
laserovy paprsek...). Je vsak nutné zaridit, aby pii konverzi jedné formy signalu v jinou zistala
zachovana puvodni prenasena informace.

Sémanticky a syntakticky vyznam informace [4], [9].

......

syntaktickém (jaka je forma zpravy).

s Priklad 2: zprava ULOVILI JISME MAMUTA - sémantické pojeti: prijemce spécha na obéd,
syntaktické pojeti: prijemce konstatuje, ze vidi na obzoru tenky prerusovany kour.

b

Teorie informace se zabyva pouze syntaktickym pojetim a nezajima ji sémantika

1
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Zakladni tématické oblasti teorie informace.

Popis a feseni problému spojenych se sbérem, prenosem, zpracovanim a archivaci informace
v syntaktickém smyslu.

Soucasti teorie informace je teorie kodovani.

Teorie informace je soucasti kybernetiky.

Pozn.: V soucasné dob¢ jsme svédky globalizace — propojovani informacnich technologii,
komunikacnich technologii, poznatki z teorie zpracovani signalti a teorie obvoda a systémi do
jednoho celku.

Kvantifikace informace. Realita jako mnozina stava [9].

Jak popsat mnozstvi informace ve zpravé? Paradox: Musime se odtrhnout od smyslu zpravy
(sémantiky). Pak zbude jen forma, kterou |ze popsat jako posloupnost dovolenych stavi. Vysvétleni
nasleduje.

Zpravaje zakodovanav urcitych parametrech signalu.

s Priklad 3: U primitivniho kourového signalu z Pr. 1 témito parametry byly: tloustka kouie T
(tenky nebo cadivy) a charakter koure CH (souvisly nebo prerusovany). Tyto parametry mohou
nabyvat ur¢itého poctu stavi, konkrétné zde Nt=2, Ncy=2. Pro pienos zprav je pouzito
vzajemnych kombinaci obou parametru (tenky souvidly..). Celkovy pocet vsech kombinaci je
N=Nt.Ncy=2.2=4. Zadani z ptikladu 1 |ze zapsat do prehledné tabulky:

stav ¢. Tloustka CHarakter zprava
1 tenky souvisly ahoj — chci Ti néco rict
2 tenky prerusovany ulovili jsme mamuta
3 cadivy souvidly snédli jsme mamuta
4 cadivy pierusovany ?

Tab. 1. Informacni model kourového signalu z Pr. 1.

Stav ¢. 4 neni vyuzit, 1ze jg vyuzit dodatecne po pritazeni konkrétni zpravy.

b

s Priklad 4: Ve Windows98 je zvukovy klip Zvuk Microsoft.wav s parametry:

Velikost 693 212 bajtt, délka zaznamu 7,859s, zvukovy format PCM, vzorkovaci kmitocet
22050 Hz, kvantovani na 16 bita.

Signal je tedy mozno chapat jako posloupnost (7.859x22050)=173 291 vzorka. Kazdy z vzorka
mize nabyvat 2'°= 65536 hladin (stavil). Zvukova informace je ulozena v jediném parametru
signalu — v jeho vysce (a samoziejmé ve vzorkovacim kmitoctu).

Pokud by se jednalo o analogovy nekvantovany signal, byl by pocet moznych hladin (stavii)
signalu teoreticky nekonecny. Z praktického hlediska je vsak potiebny pocet stavi vzdy omezen
i uanalogového zpracovani (konec¢né rozliseni dil¢ich bloki prenosového fetézce, sum, ..).

b

Zobecnéni: V abstraktnim pojeti je signal mnozinou po sob¢ jdoucich povolenych stavi (resp.
kombinace stavi) dané fyzikalni veliciny. Povoleny stav je u ¢islicového pienosu vybiran vzdy z
diskrétni mnoziny stavu.

Informaénim modelem signalu je mnozina po sobé jdoucich informacnich prvka, pomoci nichz
jsou ur¢itym zpisobem kodovany jednotlivé povolené stavy.

Fyzickou realizaci informa¢nich prvka, resp. jegiich kombinaci (viz dale definici informacniho
slova) jsou tzv. signalové prvky.

2
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Sémanticka a syntakticka abeceda.

Syntaktickd abeceda je mnozina vsech moznych informacnich prvka signalu. Skupina po sobé
jdoucich informacnich prvku tvori informacni slovo. V pripadé binarnich (dvoustavovych) dat se
informacni prvek nazyva bit (nikoliv Shannon) a n¢ktera vyhrazena informacni slova (napr.
osmibitova) byte (bajt).

Sémanticka abeceda je mnozina vsech moznych prvka zpravy. Prvky zpravy se oznacuji jako
pismena. Skupina po sob¢ jdoucich pismen tvori slovo zpravy.

V teorii informace se abecedou rozumi abeceda syntakticka.

Nekdy se hovori jeste o fyzikalni abecede: je to mnozina vsech moznych signalovych prvki.

Pii prenosu dat mohou nastat m.j. tyto pripady:

1. Kazdému pismenu sémantické abecedy je pritazen jeden informacni prvek (atypické), ktery
jefyzicky realizovan signalovym prvkem.

2. Kazdému pismenu sémantické abecedy je prifazeno povolené informacni slovo (¢asté), které
se nazyva kédové dlovo. To je realizovano signalovym prvkem, pripadné jeich
posl oupnosti.

Obecné je mozno tici, ze informacni model signalu se sklada z posloupnosti kodovych slov (protoze
informacni prvek je specialni — nglkratsi mozné — kédové slovo).

s Priklad 5: Kourovy signal z Pr. 3, Tab. 1:

Informacni prvky jsou 4: tenky, cadivy, souvidly, prerusovany. Tvori syntaktickou abecedu.
Prvky zpravy jsou tvoreny zakladnimi znaky ceské abecedy a znaky pomocnymi (mezera,
interpunkce,..).

b

s Priklad 6: Zvukovy signal z Pt. 4, Zvuk Microsoft.wav:

Informacni prvky jsou pouze dva nula a jednicka. Tvori syntaktickou binarni abecedu. Kazda
kombinace 16 po sobé jdoucich informacnich prvka tvoii povolené kodové slovo. Informagni
model zvukové nahravky se sklada z posloupnosti 173 271 sestnactibitovych kodovych slov.
Prvky zpravy je obtizné definovat, zavisi na zpusobu, jak se divame na rozklad hudebni
nahravky nanezavislé elementy (spektralni hledisko, LPC rozklad,...).

b

s Priklad 7: Vyjadreni zjednoduseného ASCI| textu linkovym kodem.

Pro ucely pienosu textu obsahujiciho symboly z 32-prvkové sémantické abecedy {A BCD.. Z, .
?1/ _} bipolarnim RZ linkovym kodem po vedeni jsou pismena zpravy prabézné prevadéna na
pétibitova slova. Kazdy bit je pak pirevadén linkovym kodérem na prislusny signalovy prvek.
Informacni model linkového signalu se sklada z posloupnosti informacnich prvka 0 a 1
z dvouprvkové syntaktické abecedy {0 1}. Fyzikalni abeceda je tvorena znamou dvojici
signalovych prvkua bipolarniho kédu RZ.

b

I nformaéni kapacita soustavy podle Hartleye. Aditivni vlastnost [9].

Metoda kourovych signaltt popsana v Pt. 1 umoznuje prenos jen tii jednoduchych zprav. Neni
napiiklad jasné, jak by se prenesla zprava, ze vzapéti byl uloven dalsi mamut atd. K sdéleni vétsich
podrobnosti, napt. jak je mamut veliky, by bylo nutné informacni soustavu podstatné rozsifit.
Intuitivné citime, ze dané signaly maji malou ,,informacni kapacitu®.

Prejdeme-li na jiné priklady, které jiz maji blize k soucasnému prenosu dat (napi. Pr. 6), pak je
ziggmé, ze informacni kapacitu signalu mazeme zvysovat jeho prodluzovanim (¢im vice vzorka
bude obsahovat zvukovy klip, tim vétsi informaci ,,pojme™).

3
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Necht’ signal je slozen z posloupnosti n kodovych slov o celkové délce ny informagnich prvki. Pak
tikame, ze délka signalu je n; informa¢nich prvka, resp. n kodovych slov.
(Syntakticka) abeceda necht’ obsahuje N informagnich prvkia. Pro N=2 hovotime o binarni abecedg.
Dale necht’ celkovy pocet vsech povolenych kodovych slov je Nk. Pak celkovy pocet Nz vsech
navzajem raznych zprav, které je mozné signalem vyjadtit, je

N, =NZ. (1)
s Priklad 8: Telegram vyuziva 32-prvkovou abecedu (N=32). Kolik lze sestavit raznych

telegramu o délce 50 znaka (n=50)7?

Zde kazdé pismeno abecedy odpovida jednomu kodovému slovu, které je souc¢asné informacnim
prvkem. Proto

N, =32% =10} £10 raznych telegrama.
Poznamka: z hlediska sémantického, které je teorii informace ignorovano, je vsak vétsina
z téchto telegrami nesmyslnych.

b

s PFriklad 9: Kolik je mozné vytvorit raznych zvukovych klipa o parametrech klipu Zvuk
Microsoft.wav z Pr. 4 (délka zaznamu 7,859s, zvukovy format PCM, vzorkovaci kmitocet
22050 Hz, kvantovani na 16 bita)?

N=2, Nk=2', n=7,850x22050=173 291, N, = (2} £10™ raiznych Klipa.

Poznamka: V tomto nepredstavitelném poctu jsou kromé znélky Windows zahrnuty vsechny
mozné segmenty dané délky vsech existujicich hudebnich nahravek i téch, které teprve budou
vymysleny, a viech moznych i nemoznych vykiika, skieki a jinych zvuka a jgich vzajemnych
kombinaci.

b

s Priklad 10: Odhadnéte pocet raznych pialminutovych telefonnich hovora. Predpokladejte, ze
telefonni signal je kmitoctove omezen do Fy=3,4kHz a prenasen technikou PCM, tj. vzorkovan
8000 krat za sekundu, pri¢emz kazdy vzorek je kvantovan 8 bity na 256 urovni.

N=2, Nx=2%=256, n=30x8000=240000, N, = 256>*® %10°" raiznych telefonnich hovori.
b

Vysledky prikladi 7 az 9 poskytuji ¢iselné udaje o jakés ,,informacni kapacite” daného signalu
(kolik raznych zprav umoziuje vyjadiit).

Informacni kapacita soustavy podle Hartleye (1928). Do pojmu soustava zahrnoval Hartley kromé
signalti v nasem ,,informacnim® pojeti i sdélovaci kanaly a zpravy, vibec vse, co se mize nachazet
v mnoziné diskrétnich stavi.

Informacni kapacita soustavy

C=log, Ng, (2
kde Ns je pocet vsech moznych stavi soustavy. Piavodni jednotka informagni kapacity bylabit, nyni
(bohuzel) Shannon (&ti Senon) [Sh].

s Priklad 11: Jestlize je za soustavu povazovan telegram z Pr. 8, pak pocet jeho vsech moznych

stavii Ns je roven pogtu viech riznych telegramii Nz =32%°. Informachi kapacita telegramu je
l0g,32°°=250 Sh.

b

4
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Aditivni vlastnost informacni kapacity. Uvazujme dvé navzajem oddélené soustavy o informacnich
kapacitach C, a C,. Jgjich slou¢enim vznikne soustava o informa¢ni kapacité

C=C;+C.. 3
Tato vlastnost je logicka: informacni kapacita dvou telegramu musi byt rovna souétu informaénich
kapacit telegrama dil¢ich. Defini¢ni vztah (2) informacni kapacity, v némz se objevuje logaritmus,
tuto vlastnost automaticky zgjistuje bez ohledu na zaklad logaritmu: Jsou-li pocty stavi jedné a
druhé soustavy Ns; a Ng, pak celkovy pocet stavi soustavy vzniklé jejich sloucenim bude
Ns=Ng . No. Kapacita vysledné soustavy pak bude podie (2)
C= Iogz(N51st) =log, Ng, +log, Ng, =C, +C,.
Zaklad logaritmu ovliviiuje pouze multiplikativni konstantu informacni kapacity (a tim jgi
jednotku), nikoliv vsak vlastnost aditivity. Dvojka se pouziva sohledem na pouzivanou binarni
syntaktickou abecedu: zvétsi-li se délka binarniho signalu o jeden informacni prvek, pak jeho
informacni kapacita vzroste v dusledku dvojkového zakladu o 1 Sh.

Ove¢ite s, jak souvisi informacni kapacita zvukového souboru Zvuk Microsoft.wav z piikladu 4
sjeho velikosti (693 212 bajth). Pripominame, ze nahravka je stereofonni.

Informacni kapacita podle Hartleye sice umoziuje kvantifikovat mnozstvi informace, které ,,se
vejde“ do dané soustavy, zcela vsak pomiji hledisko prijemce informace, tj. nakolik je pro néj
prijata informace dulezita. Je totiz mozné, ze v dasledku urcitych skutecnosti mize piijemce znat
dopiedu svelmi vysokou pravdépodobnosti, co piijme. Pak je pro né informatni obsah prijaté
zpravy prakticky bezcenny. Jinak je tomu u sdéleni, jehoz informacni obsah neni schopen
predikovat. Tuto ,kvalitu“ informace nelze popsat vzorcem (2). Musime pouzit aparat
pravdépodobnostniho poctu a nahodnych jevi.

Uplny soubor vzajemné se vyluéujicich nezavislych nahodnych jevi [5,8,9,10].

Fyzikalni jevy sledujeme na zakladé signalu, které jsou témito jevy generovany. Pokud nejsme
schopni dopredu piesné urcit, jakych hodnot tyto signaly nabudou v danych ¢asovych okamzicich,
prohlasime tyto jevy za nahodné.

Pii prenosu dat se casto setkavame se signaly diskrétnimi v hodnotach, kdy v danych ¢asovych
okamzicich dopredu nezname troven prijatého signalu (0?1, resp. A?B?C?D?..). Témito pripady se
budeme dale zabyvat.

Uvazujme soubor N nahodnych jevi:

{X}=0a g}
Vyskyt jednoho z jeva v daném okamziku vylucuje vyskyt jinych jevi: v daném okamziku mize
nastat pouze jeden z nich. Pak soubor {X} nazveme aplnym souborem vzajemné se vyluéujicich
nahodnych jevi.
Jestlize pravdépodobnost vyskytu daného jevu nezavisi na zpasobu, jakym se dil¢i jevy objevovaly
pred timto vyskytem, pak nahodné jevy oznacime za vzajemné nezavislé. Tento pripad budeme
dale uvazovat.
Pravdépodobnosti vyskytu dil¢ich jev v daném okamziku necht’ jsou
P(Xl), P(Xz), ceey P(XN).
Pak pro pravdépodobnosti tplného souboru vzajemné se vylucujicich nahodnych jevi plati

N
a P(x)=1. @
i=1

Uplny soubor jevii spolu s pravdépodobnostmi jejich vyskytu se nékdy zapisuji do tzv. konedného

schématu [1]:

()
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s Priklad 12: Demodulator prijimace signalu BPSK vyhodnocuje v rozhodovacich okamzicich
piijem nuly nebo jedni¢ky. S procesem vyhodnocovani je spjat uplny soubor dvou vzajemné se
vylucujicich nahodnych jevi:

Jev xq: vyhodnoti se piijem nuly.

Jev x: vyhodnoti se prijem jednicky.

Pri demodulaci |ze prabézng registrovat cetnost vyhodnocovani nul a jednicek, které konverguiji
k pravdépodobnostem P(x;) a P(x2). Jgjich souc¢et musi byt z pochopitelnych divodi jednicka
Pri prenosu dat vzniklych digitalizaci realnych signalt neni daivod, aby ¢etnosti vyskytu nul a
jednicek byly rizné. Pak byva spinénarovnost P(x;) = P(x2), ktera vsak mize byt narusena napr.
systematickou chybou vnasenou do vyhodnocovani dekodérem.

b

Kvantitativni vyj adifeni mnozstvi infor mace na zakladé pravdépodobnosti [6,8,9,10].
Mnozstvi informace, kterou ziska piijemce piijetim zpravy, ze v dany okamzik doslo k vyskytu jevu
X z uplného souboru vzajemne se vylucujicich jevia { X}, je dano vzorcem

1
I (x)=log, —— =-log, P(x) [Sh 6
(%) =log, P(x) g, P(x) [Sh] (6)
(%) jevnastdva ziidka b velké mnozstvi informace pro prijemce
[Sh]
jev nastava s maximdlni neurcitosti b zikladn/ mnozstvi informace
% jev nastane stoprocentné b Z4dnd informace pro prijemce
1 %
|
0 0,5 1 P(X|)

Obr. 2. Grafické znazornéni vzorce (6) — zavislost mnozstvi informace na pravdépodobnosti
Vyskytu jevu.

Logaritmus v definiénim vzorci zgjistuje aditivitu mnozstvi informace v pripadé soucasného
vyskytu nékolika vzajemné nezavidych jeva.

Chapani vzor ce (6) z pohledu ,,uzite¢nosti zpravy* [10].

Jestlize ptijmeme zpravu o tom, ze doslo k vyskytu daného jevu, ktery ovsem musel zakonité nastat,
protoze jeho pravdépodobnost je 1 (napi. ze slunce vyslo na vychode), ,uzitecnost” této zpravy
ohodnotime tak, ze ji pritadime nulovou informa¢ni hodnotu (na obr. 2 pravy krajni bod). Naopak
informacné zajimava pro nas bude zprava o udani nééeho, co se stava velmi ziidka (I® ¥ pro
P® 0). Témto predstavam pln¢ vyhovuje vzorec (6), ktery navic zajist'uje vyse zminénou aditivitu.

Chapani vzor ce (6) z pohledu navrhare digitalniho pirenosu zpravy [10].

Snazime-li se co ngusporngji zakodovat prenasenou informaci do signalu tak, aby jegi prenos trval
co nejkratsi dobu, pak zjistime samozig/mou véc, ze mnozstvi informace ve zpraveé je amérné ¢asu
potirebnému pro prenos zpravy: pirenaseni dvojnasobného mnozstvi informace trva dvojnasobnou
dobu. Snaha o co nejtspornéjsi kodovani nas vede k této strategii: znaky, které se vyskytuji

6
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v priméru velmi ¢asto, kodujeme co ngkratsimi kodovymi slovy (jgjich pienos pak potrva kratkou
dobu), zatimco znaky vyskytujici se ziidkalze kédovat slovy delsimi.

Uvazujme pouze dva znaky a; a ap, které maji stgné pravdépodobnosti vyskytu. Tyto znaky
reprezentujme nejjednodussimi kodovymi slovy 0 a1, tj. jednobitovym kodem.

V druhé¢ fazi uvazujme 4 znaky ai, ap, az aas , Opet se stegjnou cetnosti vyskytu. Nyni je zakédujme
kodovymi slovy 00, 01, 10 a 11, tj. dvoubitovym kodem.

Uvahu zobecnime na n znaki a; az a, , kde n je cela mocnina dvou, které Ize vyjadtit kodovymi
slovy délky logpn.

Je ziggmé, ze prenos binarni posloupnosti, slozené z dvoubitovych kodovych slov, bude trvat
dvakrat tak dlouho nez pirenos posloupnosti po jednobitovém kodovani. ,,Dvoubitova® posloupnost
je dvakrat tak delsi a obsahuje dvojnasobné mnozstvi informace.

Z opatného pohledu, k zakédovani kazdého z n znaka (které se vyskytuji se stghou
pravdépodobnosti) potiebujeme logzn bitt. Ze stejnych pravdépodobnosti plyne jgich velikost, totiz
1/n. Proto kazdy znak, kterému prislusi pravdépodobnost vyskytu P, je nutho zakodovat [ogy(1/P)
bity. Mnozstvi informace nesené timto znakem (resp. spojené s vyskytem tohoto znaku) tedy musi
byt umérné vyrazu logy(1/P):

1
I :k.logzg.

Konstantu k Ize nepiimo modifikovat volbou zakladu logaritmu, podle umluvy je jednotkova. Pxi
dvojkovém zakladu je jednotkou mnozstvi informace 1 shannon (diive bit), pii zakladu 10 je
jednotkou 1 hartley (3,32 shannont), a pii zakladu e 1 nat (1,44 shannont).

Pozn.: Vyse uvedena uvaha byla pro jednoduchost provedena pro znaky se stejnou
pravdépodobnosti, vzorec (6) je vsak platny pro libovolné pravdépodobnostni rozlozeni. Mnozstvi
informace |, jak pozname dale, Ize definovat ngen pro jednotlivé znaky, ale i pro celé zpravy,
skladajici se z téchto znaki. Pak mnozstvi informace v binarni zpravé je rovno minimalnimu poctu
bitt potrebnému k zakédovani této zpravy.

s Priklad 13: Na vystupu demodulatoru BPSK se objevuji jednicky a nuly s pravdépodobnostmi
P(1) = 0,9 aP(0) =0,1. Jaké mnozstvi informace ziskame zjisténim, ze byla prijata jednicka?

1(1)=- log,0,9% 0,152 Sh.

b

s Priklad 14: Na vystupu demodulatoru BPSK se objevuji jednicky a nuly s pravdépodobnostmi
P(1) = 0,9 aP(0) =0,1. Jaké mnozstvi informace ziskame piijetim zpravy 1101?
Existuje celkem 16 moznych zprav délky 4. Jgjich prijeti je mozné chapat jako tplny soubor 16
vzajemné se vylucuyjicich nahodnych jeva. Hledana informace se ur¢i pomoci (6)
z pravdépodobnosti vyskytu dané zpravy.
Za predpokladu nezavidosti pravdépodobnosti P(1) a P(0) na piedchozich vyskytech nuly a
jednicky se pravdépodobnost prijeti zpravy vypoéte podle vzorce
P(1).P(1).P(0).P(1) = P*(1).P(0) = 0,9° . 0,1 = 0,0729. Pak
| =-log, 0,0729 & 3,78 Sh.
Pokud by byly pravdépodobnosti stejné, tj. P(1) = P(0) =0,5, pak by pravdépodobnost piijeti
jakékaliv ctyibitové zpravy byla
P*(1) = 0,0625,
¢emuz by odpovidalainformace
| =-log, 0,0625 =4 Sh.

b

7
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Z prikladu 14 je ziggmé, razné pravdépodobné zpravy stejné délky budou mit pro ptijemce razny
informacni obsah. Uzitecné bude napriklad zjistit, jaké je pramérné mnozstvi informace ze vsech 16
¢tyrbitovych zprav a toto ¢islo srovnavat spramérnym mnozstvim informace nesenym zpravami
jiné délky. Za tim uc¢elem se pouziva specialni charakteristika uplného souboru nahodnych jeva —
entropie.

Entropie aplného souboru nahodnych jevii. Fyzikalni vyznam, vlastnosti [9].
Zatimco mnozstvi informace | popisuje viastnost jednoho z uplného souboru jevi, entropie H je
¢iglo, které charakterizuje tplny soubor jako celek.
Uvazujme tplny soubor N jevi s konecnych schématem podle (5):
X, xx K x K X, 0

€ X
EP(x) Pl) Pl) K Plx) K Px);
Rozlozeni dil¢ich pravdépodobnosti ve spodnim radku vypovida o neurcitosti v o¢ekavani prijemce,
ktery z jevii nastane. Napiiklad pii rovnomérném rozlozeni pravdépodobnosti, kdy
P(x)=P(x,)=...= Plx,) = <7>
bude tato neurcitost maximalni mozna. Také je mozné s predstavit, ze neurcitost poroste s rastem
poctu jevii N. Opakem bude situace, kdy jedna z pravdépodobnosti bude jednotkova a ostatni tudiz
nulové: takovyto uplny soubor jevu jiz nebude nahodny, nybrz deterministicky, protoze bude
pravidelné¢ dochazet pouze k vyskytu jevu spravdépodobnosti 1. Pak je neurcitost piijemce
v ocekavani toho, ktery jev se objevi, nulova.
Dana neurcitost prijemce se da jednoduse vycislit a nazyva se entropie. Neurcitost v ocekavani
prijemce zanika v okamziku, kdy jeden zjevii nastane. Protoze soucasné prijemce ziskava
informaci o objeveni se daného jevu z aplného souboru, mazeme fici, ze entropie uplného souboru
jevi se ¢isalné rovna mnozstvi informace pripadajici na vyskyt jednoho jevu.
Entropie jako funkce tedy musi splnovat tyto pozadavky:
1. Musi byt funkci vsech pravdépodobnosti P(x;), i=1..N.
2. Musi nabyvat maximalni hodnoty pii rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti (7). Tato
maximalni hodnota musi rast pii rostoucim poctu jevi N.
3. Musi byt nulova pii deterministickém rozlozeni, kdy jedna z pravdépodobnosti je
jednickova.
4. Musi byt zachovana kompatibilita sdefinici mnozstvi informace (6), nebot’ entropie se
rovna mnozstvi informace piipadajici navyskyt jednoho jevu.

Uvedenym pozadavkim vyhovuje definice entropie jako pramérné mnozstvi informace z uplného
souboru nahodnych jevia {X}. V nize uvedeném vzorci piredstavuje symbol E matematickou nadgji
(stredni hodnotu):

HOO=ElI () =& PI(x) ®)

i=1,2,.,N i=1

Po dosazeni (6) vyjde konecny vztah

N

H(X)=-a P(x )log, P(x) ©)

i=1
Jednotkou takto definované entropie je [Sh]/jev. Je-li jevem vyskyt jednoho z moznych symbola
zpravy, resp. prvka signalu, pak je jednotkou [Sh]/symbol, resp. [Sh]/prvek. Pozdgji se seznamime i
s jednotkou [ Sh]/sekunda.

s Priklad 15: Entropie uplného souboru dvou vzajemné se vylucéujicich jeva (binarniho souboru).
Uvazujme tplny soubor dvou nahodnych jevi z Pr. 12:
Jev xq: vyhodnoti se prijem nuly.
Jev Xo: vyhodnoti se prijem jednicky.
8
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Koneéné schéma souboru bude ve tvaru

s (10)
P Qg
kde podle (4)
P+Q=1 (11)
Dosazenim do vzorce pro entropii (9) dostavame vysledek
H(X)=-(Plog, P+Qlog,Q)=- Plog, P- (1- P)log,(1- P) (12)
Grafické znazornéni je na obr. 3. Graf potvrzuje prvni a treti podminku ze str. 6 a prvni ¢ast
podminky 2.

maximaln/ neurcitost

Hmax=1Sh/jev W

1 O

Shijev

0.8

0.6

0.4 / \
i \
\y LV

0O
0 0.5 - P

1 0.5 «— qQ 0
Obr. 3. Grafické znazornéni vzorce (12) — zavislost entropie binarniho souboru na
pravdépodobnostech vyskyta P a Q.

b

V¢éta o maximalni entropii pri rovnomeérném rozdéleni pravdépodobnosti plati obecné pro soubory
sN jevy. Matematicky dukaz je mozné nalézt napi. v [3]. Dosadime-li do vzorce (9) pro entropii
podminku rovnomeérného rozdéleni (7), vyjde po upravé

H._. =H(X) =log, N (13)
P(x)=1/N,i=12,..,N

Maximalni entropie roste srostoucim poc¢tem jevii N v souboru, coz je v souladu sdruhou ¢asti
podminky 2 na str. 6.

Po porovnani (13) a(2) zjistujeme, ze

Maximalni moznd entropie uplného souboru jevii se ¢iselne rovnad jeho informacni kapacite podle
Hartleye.

Neékdy se hovori 0 (bezrozmérné) relativni entropii aplného souboru nahodnych jevi, coz je pomer
entropie ajgji maximalni hodnoty:

- H
h=—r—I (01). (14)

max

Na zakladé relativni entropie se zavadi jesté redundance (nadbytecnost)

9
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r=1-h=—r—l (01). (15)

s Priklad 16: entropie abecedy.

Uvazujme zjednodusenou abecedu sestavenou z 32 ASCII znaku podle Pr. 7:

{ABCD.. zZ,.?!/_}.

Jgji maximalni entropie v pripadé stejné pravdépodobnosti vyskytu vsech znaka by byla

Hmax = 109232 = 5 Sh/znak.

Ve skutecnosti by bylo pramérné mnozstvi informace na znak psaného textu mensi ze dvou

duvodi:

1. Ruzné znaky se vyskytuji s riznou pravdépodobnosti.

2. Vyskyt znaku na daném misté textu je vazan na predchozi text fadou syntaktickych a
gramatickych pravidel. To znamena, ze vyskyt znaka abecedy na daném misté nepredstavuje
soubor nezavidlych jevt, ¢imz je porusen zakladni piedpoklad pro nase vypocty. Toto
omezeni volnosti ve volb¢ znakt z abecedy nutné znamena dalsi snizeni realné informacni
kapacity zpravy. Umérné tomu se viak zvysuje jgi tzv. redundance (nadbytesnost), ktera
naopak prispiva kzvyseni jgi srozumitelnosti a v pripadé vyskytu chyb mize byt
piredpokladem k jejich odstranéni nebo al espon detekci.

b

Entropie abecedy versus informace nesena zpravou

Entropie bylav teorii informace pivodné zavedena pro aplny soubor vzajemné se vylucujicich jevu.
Z tohoto pohledu je v poradku hovorit o entropii abecedy, ¢imz se mysli entropie souboru jevi,
spojenych s nahodnym vyskytem jednoho ze znakt abecedy na sledované pozici ve zprave. Pak
entropie abecedy bude pramérné mnozstvi informace, nesené jednim prvkem zpravy.
Pripad nezivislych vyskyti (napt. zpravy vzniklé digitalizaci analogovych déju):
V piipadeé, Ze pravdépodobnosti P(x), i = 1,2, .., N vyskytu prvki abecedy na daném misté zpravy
budou zcela nezavislé na skutecnosti, jaké prvky se objevily na predchozich mistech, budou
nahodné jevy spojené svyskytem prvki abecedy na raznych mistech zpravy nezavisé. Pak
vynasobime-li entropii abecedy délkou zpravy L, tj. poctem jegich prvki, ziskame pramérné
mnozstvi informace nesené celou zpravou:

I zpravy = L'Habecedy (16)
Slovo pramérné je dialezit¢é (viz Pr. 14): konkrétni mnozstvi informace zavisi totiz na
pravdépodobnosti vyskytu konkrétni zpravy dané délky.

Pripad zavidlych vyskytiz (napt. literarni texty):
Zde pravdépodobnosti P(x;), i = 1,2, .., N vyskytu prvka abecedy na daném misté zpravy mohou byt
silné zavidé na tom, jak vypada piedchozi text. Pak pramérné mnozstvi informace nesené celou
zpravou bude mensi nez soucin délky zpravy a entropie abecedy:

l zZpravy < L'Habecedy (17)
Je tomu tak proto, ze vazby mezi jednotlivymi znaky zpravy snizuji neur¢itost piijemce zpravy.
Vzorec (17) lze interpretovat také tak, ze informacni obsah zpravy dané délky kles v dusledku
vazeb mezi znaky proto, ze kleda ,,efektivni* entropie abecedy oproti entropii bez uvazovani téchto
vazeb.

s Priklad 17: mnozstvi informace ve zprave.

Uvazujme prenos telefonniho signalu modulaci PCM. Binarni zprava ma délku L=10° prvka.
Jedni¢ky a nuly se vyskytuji s pravdépodobnostmi P(1) = P(0) =0,5 nezavisle na historii zpravy.

10
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Entropie této dvouprvkové abecedyg’e maximalni mozna a jegji hodnota je 1Sh/znak. Mnozstvi
informace pirenasené zpravou je 1.10° =1IM Sh (diive 1Mbit).

Pokud by napt. v disledku nevhodného kodovani doslo k zméné pravdépodobnosti na P(1) = 0,3
aP(0) = 0,7, pak by se entropie abecedy snizila na hodnotu

-(0,3109,0,3+0,710g,0,7)=0,881 Sh/znak.

To by m¢lo za nasledek pokles mnozstvi pienasené informace na velikost 0,881 M Sh/znak.

b

Entropie a redundance zdroje zprav.

Na poc¢atku sdélovaciho retézce obvykle stoji zdroj zpravy, ktery mtze mit mnoho forem (senzor,
prehravac, pocitac, ¢lovek..). Navzdory rtiznorodému charakteru zprav je mozné nalézt jegich
spolecny rys: vzdy existuje ur¢ita mnozina moznych ,,sdéleni* spolu s pravdépodobnostmi jejich
vyskytu. Pak |ze ovsem pouzit entropii k ohodnoceni informa¢niho obsahu generovanych zprav. U
diskrétnich zdroji zprav je pak jednoduse entropie zdroje rovna entropii pouzivané abecedy.
Entropii zdroje mizeme urcovat jednak klasicky v Sh/znak, nebo také v Sh/sekundu. Prepocet je
snadny — entropie v Sh/znak nasobena poctem generovanych znaka za sekundu je rovna entropii
v Sh/s. Druha z uvedenych entropii tak souvisi s pienosovou rychlosti v bitech/s.

Z entropie zdroje |ze pomoci (15) vypocitat jeho redundanci, ktera vyjadii jeho ,,informacni
rezervu-.

s Priklad 18: zdroj ¢tyrstavovych digitalnich dat.

Uvazujme zdroj generujici ¢tyistavova data v urovnich 1V, 2V, 3V a 4V, které odpovidaji

syntaktick¢ abeced¢ {A B C D}. Délka trvani kazdého signalového prvku je 1ms.

Pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych prvki abecedy jsou popsany kone¢nym schématem
A B C Do

ol (18)
/2 14 U8 U8
Klasickym vypoctem bez vyuziti teorie informace dospejeme k modulacni rychlosti
= i =1kBd
Ims
aprenosové rychlosti
R=2M =2Kkbit/s (19)

(Ctyrstavova data v kazdém signalovém prvku jsou reprezentovana dvojici bitt).

Ze schématu (18) vsak vyplyva, ze prvky C a D se oproti prvku A budou ve zpravé vyskytovat
jen ,obcas*. Kdyby ve zpravé nebyly vibec, znamenalo by to vlastné jen dvoustavoveé, tj.
jednobitové  kodovani  sprenosovou  rychlosti  1kbit/s.  Nerovnomérné  rozlozeni
pravdépodobnosti vyskytu prvki abecedy tak vede k snizovani ,,efektivni prenosové rychlosti
oproti teoretickému vysledku (20). Tento jev |ze piesné popsat s vyuzitim entropie zdroje.

Podle (18) bude entropie zdroje

H e = - (05109, 05+0,25l0g, 0,5+2.0,125l0g, 0,125) = 7/4 Sh/znak.

Entropii zdroje v Sh/s ziskaime vynasobenim vysledku poc¢tem signalovych prvku za sekundu, t.].
modulacni rychlosti:

H e = H.M =7/4kSh/s=175kSh/s (20)

Po formalni nahradé jednotky Shannon za prakticky bit vidime pokles ,efektivni® prenosové
rychlosti z teoretické hodnoty 2 kbit/s na 1,75 kbit/s.

b

Fyzikalni a infor ma¢ni rozhrani. Pfekodovani zprav na rozhrani.

Fyzikalni rozhrani je misto, v némz dochazi k fyzické zmeéne formy signalu, nesouciho informaci.
Informacni rozhrani je misto, v némz dochazi k zméné informacniho modelu signalu, nesouciho
informaci.
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Prikladem fyzikalniho rozhrani je misto konverze optického signalu na odpovidajici elektrické
impulsy.

Prikladem informacniho rozhrani je misto, v némz dochazi k prekoédovani digitalniho signalu za
ucelem jeho komprese.

Z hlediskateorie informace jsou podstatné déje probihajici nainformacnim rozhrani.

Zmeény informacniho modelu signalu mazeme dosahnout dvojim zpasobem: bud® zménou
syntaktické abecedy, nebo smluvenou transformaci celych informacnich slov na jina informacni
dova. V kazdém pripadé hovotrime o tzv. kédovani (podrobnosti viz kapitoly o kodovani).

Za jakym ucelem toto koédovani provadime? Kodovanim muizeme pozménit entropii (a tim i
redundanci) abecedy. Tak lze hledat kod, ktery povede na nevétsi entropii zpravy, neboli na
ngmensi pocet znaki na dané mnozstvi generované informace. Tento kod pak bude
,,nejekonomictéjsi“ pro prenos informaci, nebot’ k prenosu potiebuje negmensi pocet znaki a
nejkratsi dobu pienosu.

s Priklad 19: prekodovani zdroje ¢tyrstavovych digitalnich dat z Pr. 18 [9].
Zpravy ze zdroje z Pf. 18, ktery vyuziva ctyiprvkovou abecedu {A B C D} a je popsan
konecnym schématem (18)
®A B C Do
/2 va us vsy
prevedeme do binarni abecedy {0 1} dvéma raznymi kody:

Kod¢. 1: A—00, B - 01, C- 10, D — 11 (vsechna slovajsou stejn¢ dlouhd).
Kod ¢. 22 A -0, B - 10, C - 110, D — 111 (dova s¢astym vyskytem jsou kratsi nez dova
objevujici se mén¢ ¢asto).

Po prekodovani budou ve zpravé figurovat v obou pripadech pouze nuly a jednicky. Urcime
jgjich pravdépodobnosti vyskytu. Za tim ucelem vytvoiime z puvodni abecedy ,,typickou‘
zpravu tak, aby frekvence vyskytu jednotlivych znakd odpovidala jejich pravdépodobnosti
vyskytu. Pak tuto zpravu prekodujeme zvlast kodem €. 1 a 2. Z ¢etnosti vyskytu nul a jednicek
stanovime pravdépodobnosti.

,» Typicka™ zprava:
AAAABBCD.

Po prekodovani kodem €. 1.
000000000101 1011.
Po prekodovani kodem €. 2:
00001010110111.

Vypocet pravdépodobnosti vyskytu nuly ajednicky:
Kod ¢. 1: P(0) = 11/16, P(1) = 5/16.
Kod¢. 2: P(0) = 1/2, P(1) = 1/2.

Nova konecna schémata:
Kode. 1

e 0 190

§11/16 5/16

Kod¢. 2

0 106

%/2 12

12
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Vypocet entropii:

Pavodni entropie zdroje pred kodovanim:

Ho = 7/4 Shiznak =1,75 Sh/znak (viz Pt. 18).

V ,typické zprave, ktera ma délku 8, je tedy mnozstvi informace 14 Sh.

Entropie po prekodovani zdrojem ¢. 1.

H, =- (11/16l0g,11/16+5/16l0g, 5/16) = 0,875 Shiznak (=Ho/2).

V . typické zprave po prekodovani, ktera ma délku 16, je tedy mnozstvi informace 14 Sh.

Entropie po prekodovani zdrojem ¢. 2:

H, =-(1/2log,1/2+1/2log,1/ 2) = 1 Sh/znak (>Hy/2).

V ,typické“ zpravé po piekodovani, ktera ma délku 14, je tedy mnozstvi informace 14 Sh.
Informace se prekodovanim ,,neztratila®“, kod ¢. 2 sni vsak ,,hospodaii* Iépe nez kod ¢. 1. O tom
svédci maximalni entropie H,. Kazdy znak v kodu ¢. 2 nese vétsi mnozstvi informace nez znak
v koédu ¢. 1. Entropie po piekdédovani je nutno porovnavat spolovinou pavodni entropie Ho:
zdroj ma k dispozici 4 prvky abecedy, kdezto po piekoédovani jsou ve zpravé pouze prvky dva.
Entropie - informace na znak pred koédovanim je totéz jako dvojnasobek informace na znak po
kodovani.

Nyni provedeme dvoji prekodovani zdroje podle nize uvedeného schématu:

kéde. 2 kéde. 1
{ABCD} —— {01} —> {ABCD}
Negprve zdroj piekodujeme vyhodnéjsim kodem ¢. 2 do abecedy {0 1}. Pak se vratime
k ptivodni ¢tyiprvkové abecede inverznim pouzitim kodu ¢. 1. Po takovém dvojim prekodovani
dostaneme pro puavodni abecedu nové konecné schéma snovymi pravdépodobnostmi, které
ur¢ime nasledujici avahou:
Po piekodovani kodem ¢. 2 ziskame dvouznakovy zdroj s entropii 1 Sh/znak. Protoze nasledujici
kod ¢. 1 pritadi kazdé dvojici binarnich znakt jeden ze znakta A, B, C nebo D, dvakrat se tim
zmensi délka zpravy. Mnozstvi informace se vsak nezmeéni, dvakrat tedy vzroste entropie jakozto
mnozstvi informace najeden znak. Po dvojim piekodovani tedy bude entropie 2 Sh/znak, ¢emuz
musi odpovidat rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti podle tohoto kone¢ného schématu:

®A B C D9
§1/4 14 1/4 1/44
Prekodovanim jsme ziskali zdroj informace s nulovou redundanci.

b

Ukazuje se tedy, ze pouhym prekodovanim lze ,,vylepsit“ zdroj informace v tom smyslu, ze se
Zvétsi jeho entropie Cili mnozstvi informace na 1 znak, nebo jingymi slovy ze k pieneseni urcitého
mnozstvi informace pak potiebujeme mensi pocet znaku, ¢imz lze prenos zrychlit. To je jeden
z mnoha dobrych divodi, pro¢ se budeme kodovanim hloubgji zabyvat v dalsim textu.

Shannonova koncepce komunikaéniho systému [2,3,5].

Shannon ukazal v 50. letech, ze vsechny komunikacni systémy pouzivané v minulosti, pritomnosti i
pozdgji vytvoiené jsou pouze zvlastni pripady obecného komunika¢niho systému naobr. 4.
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poruchy
zdroj kodér kodér d dekoder dekoder prijemce
Zpravy = zdroje — kandlu kandlu prijemce — zZpravy

Obr. 4. Shannonovo schéma obecného komunikacniho systému.

Ukolem kodéru zdroje je provést kodovani zpravy s maximalni hospodarnosti tak, aby pro prenos
zpravy byl pouzit co ngfmensi pocet znaku. Jinymi slovy, je tieba minimalizovat redundanci zpravy
a zvysit tak jgi entropii, tj. mnozstvi informace na jeden znak. Prikladem je komprese textovych
soubori pied jgjich pirenosem.

Castym tkolem kodéru zdroje je pievést pavodni signal — zdroj informace na signal elektricky,
pripadn¢ transformovat je do digitalni podoby (AD prevodnik).

Ukolem kodéru kanalu je zabezpegit spolehlivost prenosu tim, ze dopliuje informagni znaky o
piidavné znaky podle urcitého agoritmu bezpetnostniho kodu. Ten miaze byt bud detekéni
(prijemce je schopen zjistit, ze pii prenosu doslo k chybg), nebo korekéni (pfijemce je navic
schopen lokalizovat misto chyby a opravit ji).

Ukolem dekodéru kanélu je detekovat ¢i opravovat piipadné chyby pii pienosu a rekonstruovat
signal tak, aby odpovidal vystupnimu signalu kodéru zdroje.

Ukolem dekodéru piijemce je upravit dekodovanou zpravu natvar vhodny pro prijemce.

Do kanalu jsou zahrnuty ostatni transformace signalu pii prenosu (modulator a demodulator,
prenosové médium, pasobeni ruseni atd.).

V [3] jsou ukazany priklady modernich komunikacnich systému, které byly vyvinuty az daleko po
vzniku Shannonovy koncepce a presto jsou jejimi specialnimi pripady: Systém digitalni druzicové
televize adigitalni verginy celularni radiotelefonni systém GSM.

Neni-li extrémni pozadavek na spolehlivost pienosu zpravy (netrvame-li na spravném pirenosu
,kazdého bitu“, napt. pii prenosu feci) nebo jeli Groven ruseni pii prenosu relativné mala,
vystatime s koncepci na obr. 4 pii sou¢asném zabezpeceni dat korekénim kodem. Takové systémy
pienosu se nazyvaji FEC (Forward Error Correction, dopiedna korekce chyb).

Pozadavky na vysoce spolehlivy prenosu dat (napt. prenos binarnich soubortt pomoci Internetu)
vedly k doplnéni schématu na obr. 4 o tzv. zpétnovazebni kanal (viz obr. 5). Data jsou zde vétsinou
zabezpecena jen detekénim kodem. Zpétnovazebni systémy se pak oznacuji zkratkou ARQ —
Automatic Reguest for Repetition (automaticka zadost o opakovani prenosu). Jsou dvojiho druhu:

poruchy
zdroj kodér kodér d dekoder dekoder prijemce
Zpravy = zdroje kandlu kandlu prijemce — Zpravy
%
Zpetny kanal

Obr. 5. Shannonovo schéma obecného komunikacniho systému doplnéné o zpétnovazebni kanal.

Systémy s rozhodovaci zpétnou vazbou DFB (Decision Feedback): Prijima¢ vyhodnocuje zpravu po
danych slovech a posuzuje jeji vérnost svyuzitim detekéniho kodu. Neni-li zjisténa chyba, vysle
prijima¢ zpétnym kanalem vysilati tzv. podékovani ACK (Acknowledgment). Je-li vysledek
provérky negativni, zpétnovazebnim kanalem je vysan piikaz NACK (Negative Acknowledgment
— negativni podékovani) k opakovani prenosu daného slova
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Rozhodnuti o pripadném opakovani prenosu tedy vznika na strané prijimace. Zpétny kanal prenasi
pouze jednoduché tidici prikazy, a proto muze byt pomay. Nevyhodou je, ze nejsou opraveny
chyby, které dany kod neni schopen detekovat. Druh koédu je proto tieba volit velmi peclivé
s ohledem na charakter rozlozeni chyb.

Systémy sinformagni zpétnou vazbou IFB (Information Feedback): Piimym kanalem jsou vysilana
pouze nezabezpetena slova zpravy. Zabezpedujici ¢ast je ponechana v paméti vysilace. Na zaklade
prijatého slova (které mize byt naruseno) je na strané piijimace vypoctena zabezpecujici ¢ast, ktera
je vyslana zpétnym kanalem k piijimaci. Zde dojde k porovnani sudajem v paméti. Je-li vysledek
porovnani negativni, vysilani se opakuje. V opacném pripadé vysle vysilac pokyn k uvolnéni dat
v paméti piijimace a pokracuje ve vysilani dalsiho slova.

Zprava, ktera se posila zpét a ktera je odvozena od piijatého slova, se nazyva kvitance.
V ngjjednodussim pripadé muze byt kvitanci celé prijaté slovo.

Rozhodnuti o pfipadném opakovani prenosu tedy vznika na stran¢ vysilace. Nevyhodou je, ze
zpétny kanal musi zabezpegit prenosovou rychlost srovnatelnou s prenosovou rychlosti dopredného
kanalu. Dalsi nevyhodou je pripadné zbytecné opakovani vysilani, dojde-li k chybé ve zpétném
kanalu. Vyhodou je vsak vysilani pouze nezabezpecenych dat. Protoze k rozhodovani o pripadné
chyb¢ dochazi na stran¢ vysilace na zakladé porovnani atributti vyslaného a prijatého slova, tento
systém je zna¢n¢ spolehlivy.

Systémy bez zpétného kanalu jsou tspornéjsi co do pozadavka na prenosovou rychlost, resp. sirku
pasma dopredného kanalu, Géinnost zabezpeceni prenosu je vsak mensi. Pouzivaji se tam, kde je
realizace zpétného kanalu obtizna nebo nemozna (napr. druzicova komunikace). V praxi se rovnéz
pouzivagii systémy kombinované, kdy se zpétny kanal vytvaii adaptabilné v zavidosti na
momentalni chybovosti spoje.

Druhy sdélovacich kanali.

Kanal je souhrn prostredkt pro pienos signalu od zdroje k prijemci. Diskrétni/spojité kanaly jsou
uréeny pro prenos diskrétnich/spojitych zprav.

Odpovida-li informacni prvek prijatého signalu za vsech okolnosti informacnimu prvku vyslaného
signalu, hovoiime o bezhlukovém (bezsumovém) kanalu. V opacném piipadé piipoustime vyskyt
chyb pii prenosu, pak se jedna o hlukovy (Sumovy) kanal.

Diskrétni kanal bez paméti ma tu vlastnost, ze vysledek prenosu znaku ze vstupu na vystup nezavisi
na predchozich znacich na vstupu. V opacném pripadé jde o kanal s paméti.

Jestlize prenosové vlastnosti kanalu jsou casové nezavidé, je kanal stacionarni, jinak je
nestacionarni.

V dalsim se budeme az na vyjimky zabyvat diskrétnimi stacionarnimi kanaly bez paméti, které
reprezentuji dostatecné presny a pritom jednoduchy model nékterych pouzivanych sdélovacich
kanal.

Model diskrétniho sdélovaciho kanalu [4].

Vstup kanalu je mnozina znaka {X} spolu sjgjich pravdépodobnostmi vyskytu, které je treba
kanalem prenést.

Vystup kanalu je mnozina znaki {Y} spolu sjgich pravdépodobnostmi vyskytu, které ziskava
piijemce.

Pokud jsou mnoziny { X} a{Y} dvouprvkové, jedna se o binarni kanal.

Informacni schéma binarniho hlukového kanalu je na obr. 6 a). Jednotlivé podminéné
pravdépodobnosti maji nasledujici vyznam:

P(y,/x,) .. pravdépodobnost prijeti znaku yi, byl-li vyslan znak x; (spravné preneseny znak x;)
P(y,/x,) .. pravdépodobnost prijeti znaku y,, byl-li vyslan znak x, (spravné preneseny znak xp)
P(y,/x,) .. pravdépodobnost piijeti znaku y», byl-li vyslan znak x; (chybné preneseny znak xi)
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P(y,/x,) .. pravdépodobnost prijeti znaku y1, byl-li vyslan znak x; (chybné preneseny znak xy)

Pravdépodobnosti jsou vazany vyrazy

P(y, /%) +P(y, /%) =1 (21)
(vysleme-li x;, pak prijmeme bud’ y; nebo y»),
P(y, /%) +P(y,/x,) =1 (22)

(vysleme-li x, pak prijmeme bud’ y; nebo ys).

POy /%)

P(y, /%,

Y1

{x} " {x {"
a) b)
Obr. 6. Informacni model binarniho hlukového kanalu, @) obecného bez paméti, b) symetrického.

Z téchto pravdépodobnosti |ze sestavit (primou) matici kanalu
_aP(y./x) P(y,/%)o

&Py ix) PYLI%)E
Z (21) a(22) vyplyva pravidlo, ze soucet prvki kazdého radku matice kanalu je jednicka.
S rostoucim vlivem poruch na pienos budou klesat pravdépodobnosti spravné pienesenych symbola
v hlavni diagonale matice kanalu a soucasné rast pravdépodobnosti chybnych pirenosi. Dané
pravdépodobnosti jsou uréeny jednak Sumovymi pomeéry pii prenosu (odstupem vykonu vysilaného
signalu a sumu), jednak technickymi parametry kanalu (anténni systém, zpiasob modulace, citlivost
a princip prijimace...). Prvky matice se daji stanovit experimentalné statistickym vyhodnocovanim
spravng, resp. nespravné pirenesenych znaka x; a xo.
Jestlize plati

(23)

POV /%) =P(Y, /%) =P, P(y,/%,) = P(y, /%) =Q=1- P, (24)
pak hovoiime o symetrickém kanalu (viz obr. 6 b). Pravdépodobnosti P budeme tikat spolehlivost
kanalu, doplikové pravdépodobnosti Q pak chybovost kanalu.

Zname-li pravdépodobnosti vyskyti symbolt x; a X, na vstupu kanalu P(x;) a P(x2), pak mizeme
urcit pravdépodobnosti vyskytu symboli y; ay, navystupu kanalu:

P(y1) = P(x).P(y1 /%) + P(X,).P(y,/X,) , (25)

P(Y,) = P(%)-P(Y, /%) + P(x,).P(y, / x). (26)
Soucet dvou ¢lent na pravé strané znamena, ze dany symbol se mize objevit na vystupu jako
diusledek bud’ spravného, nebo chybného prenosu. Kazdy z prenosi je podminén soucasnym
vyskytem dvou nahodnych jevii — jednak je to objeveni se znaku na vstupu kanalu sdanou
pravdépodobnosti, jednak transformace znaku na vystup s danou podminénou pravdépodobnosti.

s Priklad 20: Symetricky binarni kanal bez paméti, spolehlivost 95%. Binarni znaky {0, 1} se na
vstupu objevuji s pravdépodobnostmi P(x;) = P(0) = 0,4, P(x)) = P(1) = 0,6. Vypoctéte
pravdépodobnosti vyskytu téchto znaka na vystupu kanalu.

P =0,95 Q=0,05,
P(y,) =0,4.0,95+0,6.0,05= 0,41, ... vyskyt nuly na vystupu
P(y,) =0,6.0,95+ 0,4.0,05=0,59.... vyskyt jedni¢ky na vystupu.
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Soucet obou pravdépodobnosti musi dat jednicku, protoze se jedna o vzajemné se vylucujici
nahodné jevy.
b
Pravdépodobnosti v matici kanalu Kxy a odpovidgjici schéma na obr. 6 orientované ze vstupu na
Vystup popisuji pozici pozorovatele na strané vstupu kanalu, ktery se snazi urcit pravdépodobnosti
vyskytu znakt na vystupu, zna-li ¢etnost vysilanych znaka. Podobné se da kanal popsat z pohledu
prijemce informace, ktery je na vystupu kanalu: ma k dispozici pravdépodobnosti prijatych znaka a
Z nich se snazi usoudit pravdépodobnosti znaki vyslanych. Proto je mozné pracovat s nasledujicimi
podminénymi pravdépodobnostmi:

P(x, /y,) .. pravdépodobnost vyslani znaku xi, byl-li piijat znak y; (spravné preneseny znak x;)
P(x,/y,) .. pravdépodobnost vyslani znaku x,, byl-li ptijat znak y, (spravné preneseny znak xy)
P(x,!y,) .. pravdépodobnost vyslani znaku xi, byl-li prijat znak y, (chybné preneseny znak xi)

P(x,/y,) .. pravdépodobnost vyslani znaku x,, byl-li prijat znak y; (chybné preneseny znak xy).

K vypoctu téchto pravdépodobnosti se pouziji nadedujici vztahy:
P(x,y;)=P0%).P(y; /%) =P(y;)P(x y;),i,iT{12}. (27)

Na levé strané (27) je pravdépodobnost soucasného vyskytu jeva X a y; (tzv. simultanni
pravdépodobnost), na pravych stranach pak vzdy soucin pravdépodobnosti dvou dil¢ich jevi, které
Mmusi nastat soucasneé.

Z rovnice (27) pak vyplyvaji hledané pravdépodobnosti:

P(X 1y,)= Py, /%) ((‘)),u,u{lz} (29
Pravdépodobnosti ve jmenovateli se uréi pomoci vzorca (25) a (26). Je mozné je zapsat do (zpétné)

matice kanalu

_aP(x/y) P04/y,)0
“ TR0, Iy) POGIY)E

Tentokrat plati, ze soucet pravdépodobnosti ve sloupcich je roven jedné.

Ukazuje se vsak, ze prvky této matice (na rozdil od matice Kxy) uz zavisi na pravdépodobnostech
vyskytu znakt na vstupu x; a X,. Po dosazeni vzorca (25) a (26) do (28) a upravé vyjdou konecné
vzorce pro symetricky kanal:

(29)

_ 1 _ 1
P(x./Yy,) —m, P(X,1Y,) = m’ (30)
P(x) P P(x,) P
_ 1 _ 1
P(Xll yz) w P(XZ/yl) W
P(x) Q P(x,) Q

s Priklad 21: Urcete pfimou a zpétnou matici symetrického binarniho kanalu bez paméti o
spolehlivosti 95% z prikladu 20. Uvazujte opét P(x,) = P(0) = 0,4, P(x2) = P(1) = 0,6.

P =0,95, Q=0,05,

aP Qo_a095 0,050
K §Q Py Eoos 095
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_ 1 _ 1
P(X]_/ yl) = W & 0,9268, P(X2 / y2) = —+% 0105 & 0,9661,
0,4 0,95 0,6 0,95
_ 1 _ 1
P(Xll y2) = W % 0,0339, P(X2 / yl) = —+ 04095 #0,0732,
040,05 0,6 0,05

26,9268 0,0339%
YX §0,0732 0,9661

s Priklad 22: Navstup symetrického binarniho kanalu bez paméti o spolehlivosti 95% z piikladu
20 je vyslana binarni zprava. Pravdépodobnosti vyskytu nul ajedni¢ek jsou stejné a nezavisi na
piedchozich znacich. Vypoctéte entropii zpravy navstupu a vystupu.

P =0,95, Q = 0,05,
P(x,) = P(x,) =0,5, H(X) =1 Sh/znak.

P(y,) = P(x).P +P(x,).Q =0,5P +Q) = 0,5 (viz 25),
P(y,) = P(x,).P+P(x).Q=05P+Q) =0,5 (viz 26).
H(Y) = H(X) =1 Sh/znak.

Zdalo by se, ze jestlize zprava vstupuje do hlukového kanalu, ¢ast jegjiho informacniho obsahu
se ,ztrati“. Z prikladu vsak vyplyva, ze mnozstvi informace je ve vstupni i vystupni zprave
stgjné: stejné vysly entropie, tj. pramérné mnozstvi informace na znak, a obé zpravy jsou stejné
dlouhé.

Problém je v tom, ze v dasledku Sumu doslo sice k poklesu mnozstvi informace pii pienosu,
hlukovy kanal vsak doplnil do zpravy shodou okolnosti stejné mnozstvi ,,dezinformace”.
Informacni obsahy vstupni a vystupni zpravy se jevi jako stginé. Uzivatele vsak zajima jen
mnozstvi informace skutecn¢é prenesené od zdroje k prijemci, tzv. vzajemna informace. Jgji
vypocet si usnadnime pomoci tzv. podminénych a simultannich entropii.

b
Podminéné a simultanni entropie [4,5,8,9,10].

Uvazujme hlukovy kanal na obr. 6 a@). Vyskyt znaki na vstupu kanalu mtzeme popsat aplnym
souborem vzajemné¢ se vylucéujicich nahodnych jevi { X}, vyskyt znaki na vystupu pak popisujeme
obdobn¢é souborem { Y} .

Je-li kanal bezhlukovy, tj. P = 1, Q = 0, pak soubory {X} a {Y} mai zcela totozné
pravdépodobnostni charakteristiky. Naopak pii P = Q = 0,5, kdy se znak prenese na vystup spravné
nebo chybné se stejnou pravdépodobnosti, je kanal pro prenos zcela nepouzitelny (piijem jednicek a
nul nesouvisi stim, co je vysilano, aje mozno jg nahradit napt. hazenim minci). Pak soubory {X} a
{Y} jsou statisticky nezavislé.

Zname-li pravdépodobnostni rozlozeni v souborech {X} a {Y}, je mozné spocitat entropie téchto
soubori. V pripadé statistické zavislosti mezi témito soubory je viak uzitecné definovat dalsi druhy
entropii, které toto propojeni model uji.

Podminéna entropie vstupniho souboru { X} pfi znamém vystupu vi:

H(X7y;)=-a P(x/y;)log, P(x /y,). (31)
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Neurcitost prijemce na vystupu kanalu o tom, co je vyslano do vstupu, je H(X). Precte-li si vsak
vystupni znak a zjisti, ze vystup jey;, pak tato neurcitost je zmensena na hodnotu H(X/y;). V pripadé
bezhlukového kanalu je dokonce neurcitost zmensena na nulovou hodnotu.

Zpramerujeme-li entropie (31) pro vsechny mozné vystupy y;, dostaneme tzv. podminénou entropii
vstupu po ¢teni vystupu:

H(X/Y)=a P(y)H(X1y)). (32)

]
Po dosazeni (31) do (32) asvyuzitim vztahu (27) dostaneme
H(X/Y)=- & & P(x,y,)log, P(x /y,). (33)

J
K vypoctu této entropie tedy potiebujeme mj. znat prvky zpétné matice kanalu. Konkrétné pro
binarni kanal vede dvojita sumav (33) nactyii ¢leny:
H(X7Y)=-[P(x.yy)log, P(x, /y,) + P(x, y,)l0g, P(x,/y,) + P(X,, y;)log, P(x, /'y;) +

+P(X,, ¥,)10g, P(X,/ ¥,)].

Podminéna entropie vstupu po ¢teni vystupu predstavuje primérnou neurcéitost pozorovatele o stavu
vstupu kanalu po precteni vystupu. Pred prectenim byla jeho neurcitost H(X). Rozdil téchto hodnot
je tedy informace o vstupu, kterou pozorovatel ziskal ¢tenim a ktera ,,prosla“ kanalem k piijemci.
Hovorime o vzajemné informaci ze vstupu na vystup [(X,Y):

1 (X,Y)=H(X)- H(X/Y) [Sh/znaK]. (35
Podminénou entropii H(X/Y) Ize chapat jako praimérné mnozstvi informace na znak zpravy, které se
,Ztratilo® na cesté od vstupu kanalu k prijemci.

(34)

s Priklad 23: Navstup symetrického binarniho kanalu bez paméti o spolehlivosti 95% z piikladu
22 je vydlana binarni zprava. Pravdépodobnosti vyskytu nul ajedni¢ek jsou stejné a nezavisi na
piedchozich znacich. Entropie zpravy na vstupu i vystupu jsou 1 Sh/znak (viz Pr. 22).
Vypoctéte prameérné mnozstvi informace na znak zpravy, které se ,,ztrati na cest¢ od vstupu
kanalu k prijemci, a vzajemnou vstupné-vystupni informaci.

Z prikladu 22 prevezmeme tyto mezivysledky:
P =0,95 Q=0,05,
P(x) = P(x;) = P(y;) = P(y,) = 0,5, H(X) = H(Y) =1 Sh/znak.
Nejprve vypocteme simultanni pravdépodobnosti P(x;, y;) pomoci vzorce (27). Budeme je
potiebovat pro vypocet H(X/Y) podle (34).
P(x.,y,) = P(x)-P(y, /%) =05.095=0,475,

P(x., Y,) = P(x).P(y, /%) =05.0,05=0,025,
P(x,, y;) = P(X,).P(y, / %,) =0,5.0,05= 0,025,
P(X,,Y,) = P(X,).P(y,/%,) =0,5.095=0,475.

Nyni mizeme urcit pravdépodobnosti ze zpétné matice kanalu podle (28):

P(x,/y,) = P(yllxl)% =0,95,

P/ Y,) = P(Y, /%) FF,)((;(l)) =0,05,

PO, 1 ;) = P(y; /%) Eg; =005,
P(% 1 Y,) = P(Y,/ %) Eg;

Dosadime do (34) a uréime podminénou entropii:

=0,95.
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H(X/Y) =-[P(x, y;)log, P(x,/y;) + P(x,¥,)109, P(x,/y,) + P(X,, y1)100, P(X,/ y;) +
+P(x,,Y,)l09, P(x,/y,)] =-[0,475log, 0,95+ 0,025l 0g, 0,05+ 0,025l 0g, 0,05+ 0,475l 0g, 0,95] #
% 0,286 Sh/znak.

V zajemna informace ze vstupu na vystup vyjde podle (35)

1(X,Y)=H(X)- H(X/Y) #1- 0,286=0,714 Sh/znak.
b

Podminénou entropii H(X/Y) jsme zavedli jako urcitou neurcitost prijemce, ktery je na vystupu
kanalu a podle toho, co piijme, se snazi uhodnout, co bylo vyslano. Na cely problém se mizeme ale
divat i z pozice vysilace informace na vstupu kanalu.

Podminéna entropie vystupniho souboru { Y} pfi znamém vstupu x;:
H(Y/x)=-a P(y;/x)log, P(y,/x). (36)
j

Neurcitost pozorovatele na vstupu kanalu o tom, co je prijato na vystupu, je H(Y). Zjisti-li vsak, ze
byl vydan znak x;, pak tato neurcitost je zmensena na hodnotu H(Y/x). V piipadé bezhlukového
kanalu je dokonce neurc¢itost zmensena na nulovou hodnotu.

Zpramérujeme-li entropie (36) pro vsechny mozné vstupy X, dostaneme tzv. podminénou entropii
vystupu po ¢teni vstupu:

H(Y/X) =@ P(X)H(Y/X). (37)
Po dosazeni (36) do (37) asvyuzitim vztahu (27) dostaneme
H(Y/X)=-a a P(x.y;)log, P(y; /). (38)

[

K vypoctu této entropie tedy potiebujeme nyni znat kromé simultannich pravdépodobnosti jen
prvky piimé matice kanalu. Konkrétné pro binarni kanal vede dvojita sumav (38) nactyii ¢leny:

H(Y/X) =-[P(x,y)l0g, P(y, /%) + P(x, ¥,)109, P(Y, /X)) + P(X;, y1)10g, P(y, /%) + (39)

+P(X;, ¥,)10g, P(y, /X%,)].
Podminéna entropie vystupu po ¢teni vstupu predstavuje primérnou neurcéitost pozorovatele o stavu
vystupu kanalu po precteni vstupu. Pred prectenim byla jeho neurcitost H(Y). Rozdil téchto hodnot
je tedy informace o vystupu, kterou pozorovatel ziskal ¢tenim vstupu a ktera ,,prosla zpét kanalem
z vystupu k prijemci. Nazvéme ji vzajemnou informaci z vystupu na vstup I (Y, X):

[(Y,X)=H(Y)- H(Y/X) [Sh/znaK]. (40)

Podminénou entropii H(Y/X) Ize chapat jako praimérné mnozstvi informace na znak zpravy, které se
do vystupni zpravy dostalo rusivym pusobenim kanalu a které nema pavod ve vstupni zprave. Pro
pozorovatele, ktery na stav vystupu usuzuje pozorovanim vstupu, je tedy tato informacni slozka
nedosazitelna (odecita se od H(Y) v rovnici (40)).

Simultanni entropie vstupniho a vystupniho souboru:

H(X,Y)=- 3 & P(x.Y,)l0g, P(x,Y,) (42)
i
Je to neurcitost pozorovatele, ktery pozoruje ,,nad kanalem zaroven vstupy i vystupy, o stavech
téchto vstupt a vystup.
Pokud by vstupy a vystupy byly statisticky nezavislé (tj. kanal by ,,nefungoval®, P = 0,5), pak by se
tato neurcitost rovnala souctu dil¢ich entropii vstupu a vystupu. Pri statistické zavislosti tato
neurcitost klesa: napiiklad pii bezhlukovém kanalu (P = 1) by se simultanni entropie rovnala
entropii vstupu a zaroven entropii vystupu. Plati tedy nerovnost
MIN{H (X),H (Y)} £ H(X,Y) £ H(X)+H(Y) (42)
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Simultanni entropie se v§ak da presné urcit pomoci entropii podminénych:
H(XY)=H(X)+H(Y/X) (43)
Neurcitost pozorovatele o stavech X a'Y se da snizit odectenim vstupu, tj. ziskanim informace H(X).
To, co zbude, je neurcitost o stavu Y za podminky, ze jsme jiz odecetli vstup.
H(X,Y)=H()+H(X/Y) (44)
Neurcitost pozorovatele o stavech X a Y se da snizit odectenim vystupu, tj. ziskanim informace
H(Y). To, co zbude, je neurcitost o stavu X za podminky, ze jsme jiz odecetli vystup.
Odectenim rovnic (43) a (44) dostaneme vysledek
H(X)- H(X/Y)=H(Y)- H(Y/X), (45)
neboli
L(X,Y)=1(Y,X). (46)
Ob¢ vzajemné informace jsou s ¢iselné rovny. Tato symetrie se promita i do jegjich spolecného
nazvu — vzajemna vstupné-vystupni informace.
Vztah mezi entropiemi na vstupu a vystupu, podminénymi entropiemi, simultanni entropii a
Vzajemnou vstupné-vystupni informaci je znazornén na obr. 7. Obrazek predstavuje syntézu vzorct
(35), (40), (43), (44) a(45). Jsou z n¢j zigimé i nerovnosti (42).
H(X/Y)

Ztrata informace

H(X)
H(Y)

dezinformace dodand hlukovym kandlem

H(Y/X)
Obr. 7. Schéma informacnich poméri v hlukovém kanalu.

Porovname-li obr. 7 svysledky piikladu 23, vidime, pro¢ navzdory porucham v kanalu mohly byt
entropie na vstupu i vystupu stejné. Vzajemna informace, spolecna pro vstupni i vystupni zpravu, je
vsak mensi.

s Priklad 24: Vypoctéte vzajemnou vstupné-vystupni informaci a podminéné entropie H(Y/X) a
H(X/Y) pro binarni symetricky kanal bez paméti o spolehlivosti @ 100%, b) 50%, c) 0% za
predpokladu stejnych pravdépodobnosti vyskytu symbolt na vstupu.

Opakujeme-li postup z piikladu 23, vyjde:
Pro vsechny tii pripady plati P(x,) = P(X,) = P(y,) = P(y,) = 0,5, H(X) = H(Y) =1 Sh/znak,
I (X,Y)=1+Plog, P+Qlog, Q, (47)
H(X/Y)=H(Y/X)=-Plog,P- Qlog,Q. (48)
a) 1(X,Y) = 1Sh/znak, H(X/Y) = H(Y/X) = 0.
b) 1(X,Y) =0, H(X/Y) = H(Y/X) = 1 Sh/znak.
c) 1(X,Y) = 1Sh/znak, H(X/Y) = H(Y/X) = 0.
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HOTY)=0 HOIY)=H(X)

H(X) H(X)

2 @D=HO=HOPp 4 (X Y) =0
i H(Y)=H(X) >

_ H(Y)=H(Y/X
H(Y/X)=0 2.0 A ) (N=H(Y/X)
H(Y/X)
Obr. 8. Informacni poméry v kanalu z piiklad 24 pro spolehlivost kanalu a) 100%, b) 50%, c)

0%.

Totoznost informacnich schémat &) a c) je zarazejici jen na prvni pohled. Pripad ¢) znamena, ze
pii vyslani jednicky je vzdy prijata nula a naopak. Kanal ma tedy stoprocentni spolehlivost, jen
je tieba uvazovat ,,inverzni« kod.

Pro pripad b) neni zadna statisticka souvislost mezi vstupem a vystupem, ¢emuz odpovida
nulova vzajemna informace. Kanal je tedy pro prenos informace neprichodny. Mizeme s
ovétit, ze nulavyjde pii libovolném rozlozeni pravdépodobnosti P(x;) a P(x2).

s Priklad 25: Vypoctéte entropii na vstupu a vystupu a vzajemnou vstupné-vystupni informaci
pro binarni symetricky kanal bez paméti o spolehlivosti P, jestlize jednicky a nuly se objevuiji
navstupu s pravdépodobnostmi a) stejnymi, b) P(1) = 1, P(0) = 0.

Vysedky:

a) H(X) = H(Y) = 1 Sh/znak, I (X,Y) =1+Plog, P+Qlog,Q,
H(X/Y)=H(Y/X)=-Plog, P- Qlog, Q.

b) H(X) =0, H(Y) =- Plog, P- Qlog, Q, I (X,Y)=0.

A- Plog, P- Qlog,Q H(X/Y)=0

H(X)=1Sh/znak HO=0 T
} [(X,Y)=1+Plog, P+Qlog,Q } } I(X,Y) =0 0 >

H(Y)=-Plog, P- Qlog,

H(Y)=1Svznak A )
A ros,P Q0,0 Plog, P- Qlog; Q
a) b)

Obr. 9. Informacni pomery v kanalu o spolehlivosti P z piikladu 25, rozlozeni pravdépodobnosti
vyskytu znakt na vstupu je @ rovnomerné, b) deterministické.

Pfi rovnomérném rozlozeni pravdépodobnosti na vstupu (a) je entropie na vstupu maximalni
mozna, kdezto pri deterministickém rozlozeni (b) je nulova. Entropie na vystupu je tak
v pripadé (b) nenulova diky chybam pii prenosu. Vzajemna informace musi byt nulova, protoze
neni co prenaset: informacni obsah vstupni abecedy je nulovy.

b

Kapacita kanalu [4,5,8,9,10].

V piedchozich piikladech bylo ukazano, ze velikost vzajemné informace 1(X,Y) prochazejici
kanalem o dané spolehlivosti zavisi na pravdépodobnostnim rozlozeni vstupnich znakt. To zase
zavisi na zpiasobu kédovani pied kanalem.
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Kapacita kanalu C je maximalni mozna vzajemna informace, kterou muazeme ,protlacit timto
kanalem pii  uvazovani vsech moznych statistickych vlastnosti vstupnich informacnich
posloupnosti. Pro stacionarni diskrétni kanal bez paméti staci hledat maximum vzajemné informace
pro rizna rozlozeni pravdépodobnosti vstupnich znaka:

C:rg}?)({l (X,Y)}. (49)

K tomuto maximu dochazi pti rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti (diikaz je mozné nalézt
napt. v [5]). V pripadé symetrického binarniho kanalu pak musi byt proto kapacita dana vzorcem
47):

C=1+Plog, P+Qlog, Q [Sh/znaK]. (50)
Je-li informacni znak realizovan signalovym prvkem délky Ts, je mozné vyjadrit kapacitu kanalu
v Sh/sjako mnozstvi informace prenesené za jednotku ¢asu:

ce=S (s, (51)
TS
Zde vynika ,,nesikovnost” pouzivané jednotky Shannon — velicina C* je bézné chapana jako
pienosova rychlost v bitech za sekundu (viz téz priklad 18, tykajici se vztahu modulacni rychlosti,
klasicky pojaté prenosové rychlosti aentropie zdroje).

kandl s inverznim kédovanim idedlni kandl s maximdlni kapacitou
2o 7«/
C o9
[S/znak] \ /
0.8

ol /
0.6 \ /
TN 7
N 7

0.2

0.1

0

O{/
0O 01 02 03 04 05N06 07 08 09 1@p
1 09 08 07 06 05\04 03 02 01 0-Q
absolutné nepropustny kandl

Obr. 10. Zavidost kapacity symetrického binarniho kanalu na jeho spolehlivosti.

Grafické znazornéni vzorce (50) je na obr. 10. Maximalni mozna kapacita binarniho kanalu je 1
Sh/iznak a dochazi kni pii stoprocentni spolehlivosti kanalu. Pri spolehlivosti 50% je kanal
nepropustny. Dalsi snizovani spolehlivost smérem k nule vsak vede na rast kapacity az k maximu 1
Sh/znak v dudledku ,,inverzniho kodovani*, které bylo popsano v piikladu 24.

Pripomenme, ze spolehlivost P jakozto pravdépodobnost spravného preneseni znaku kanalem zavisi
natadé faktort, m.j. napoméru signal-sum u radiovych kanala.

s Priklad 26: Telefonni signal je modulaci PCM prenasen symetrickym binarnim kanalem. Je
pozadovana chybovost prenosu BER £ 10™. Navrhnéte kapacitu kanalu.
BER (Bit Error Rate) je mozné pro tento pripad ztotoznit s chybovosti kanalu Q:

Q=10"
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C>1+ (1-10% logy(1-10%) + 10 10g,10* ~ 0,9985 Sh/znak.

b

Shannoniv — Hartleyiv vzor ec pro kapacitu kanalu [5,8,9,10].

Binarni symetricky kanal bez paméti je jeden z jednoduchych modelt realnych sdélovacich kanala.
Diskrétni kanal je zvlastni pripad spojitého kanalu vyuzivaného diskrétné v case, kdy sice
prenasime signal opét jen v definovanych okamzicich, ale jeho hodnoty nejsou kvantovany.

Nize jsou uvedeny dulezité vzorce pro kapacitu kanalu, které je mozné za urcitych podminek
aplikovat i na kanaly diskrétni. Byl vsak odvozen za predpokladu, Ze na uzitecny signal, ktery ma
normalni rozdéleni a konstantni vykonovou spektralni hustotu v kmitoétovém pasmu B, pusobi
aditivni normalni bily sum:

C = 210g,& + > Y shivzorex] (52)
2 e Ng

ce=Blog, &+ sy (53)
e Ng

Zde SIN je pomeér vykond uzite¢ného signalu a sumu a B je sitka kmitoctového pasma kanalu
v hertzich. Vzorkem se v (52) rozumi vzorek analogového signalu o vykonu S pienaseny spojitym
kanalem, pripadn¢ odpovidajici informaéni slovo reprezentované jednim ze signalovych prvka
tvoricich signal o vykonu S prenaseny kanalem diskrétnim. Z (52) byl odvozen vzorec (53) na
zakladeé tuvahy plynouci z vzorkovaci poucky, ze je-li analogovy signal omezen kmitoctovym
pasmem B, je mozno jg reprezentovat beze ztraty informace posloupnosti jeho 2B vzorka za
sekundu.

Vzorce popisuji horni teoretickou hranici kapacity kanalu, ke které je mozno se limitné blizit
vhodnym kodovanim pri danych vykonech signalu a sumu, ato pii chybovosti kanalu libovolné se
blizici k nule. Nedavaji vsak navod, jak toto kodovani provést. Navic je treba pamatovat nato, ze u
skutecnych sdélovacich kanalt nejsou presné spinény predpoklady, na zakladé nichz bylo
provedeno odvozeni (Sum neni normalni, muze byt multiplikativni apod.). Napiiklad u binarnich
kanalt nema uzitecny signal charakter nahodného signalu s normalni rozdélenim.

Pozadovanou kapacitu kanalu je mozné dosahnou riaznymi kombinacemi parametra S, N a B. Pro
tradi¢ni radiokomunikacni systémy je charakteristicka volba vysokych pomeérta signal/sum (vysoké
vysilaci vykony). Pak si mizeme dovolit relativné malé siiky pasma. Opacnym piistupem jsou malé
vysilaci vykony, mnohdy pod urovni sumu, a velka sitka pasma. To je charakteristické pro
perspektivni komunikacni systémy s rozprostienym spektrem.

s Priklad 27: Uvazujte spojity kanal ssitkou pasma 4 kHz pro prenos telefonnich signala.
Odhadnéte maximalni dosazitelnou kapacitu kanalu, je-li pomér signal-sum 30 dB.
Ct= 4000Iog2(1+ 1000) # 39,9 kSh/s (rozumej 39,9 khit/s).

b

Z (52) a (53) vyplyva, ze pii rastu vykonu uzitecného signalu S® ¥ by se méla neohranicené
zvétsovat i kapacita kanalu (viz obr. 11). U diskrétnich kanalt vsak nema uzitecny signal normalni
rozlozeni, takze je porusen piedpoklad, na némz jsou vzorce zalozeny. Dusledkem je napi. to, ze u
binarniho kanalu existuje konecna limitni hodnota kapacity pii zvétsovani vykonu signalu.

s Priklad 28: Vypoctéte maximalni dosazitelnou kapacitu symetrického binarniho kanalu bez
paméti [10].

Zvétsovanim vykonu binarniho signalu miazeme limitné zvétsovat spolehlivost kanalu az
K jejimu maximu:
S®¥pP PR®LQ® 0.
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Pak podle (50) C® 1 Sh/znak b C‘® 2B hit/s. Napiiklad k dosazeni prenosové rychlosti cca
40kbit/s bychom potiebovali binarni kanal o minimalni sitce pasma 20kHz (u spojitého kanalu
staci 4 kHz — viz priklad 27).

b

10

0 /

’ /
ce 7 /

[Sh/s/;-lz] 6 //

/
/
2 /
1
0
-3 -2 -1 0 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10
—> o[

Obr. 11. Zavidost kapacity kanalu na vykonu uzite¢ného signalu.

Z vzorce (53) by mohlo na prvni pohled vyplyvat, Ze kapacitu kanalu mohu neomezené zvétsovat
zvétsovanim §irky pasma. Ve skutec¢nosti je to slozitéjsi, protoze sriustem B roste i vykon sumu N.
Normalni bily sSum ma konstantni spektralni vykonovou hustotu G, takze mezi siitkou pasma a
vykonem sumu plati prima umera (za predpokladu konstantni kmitoctové charakteristiky kanalu
V pasmu propustnosti)

N=BG. (54)
Dosadime-li (54) do (53), dostaneme po upravé
S/IGo
log §i+ *
ce g p _log,(1+x) _ )
S/G S/G ® In2» 1,443 pro B® ¥ (U@rgT—an),takze
B
Ct® 14432 0 B® ¥ . (55)

Z obrazku 12 avzorce (55) plyne, ze zvysovanim siiky pasma lze zvétsovat kapacitu kanalu jen do
urcité miry. Dalsiho zvétseni mohu dosahnout zvétsenim vykonu uzitecného signalu.

Zobr. 12 je zigimé, ze klasické prenosové systémy svelkym odstupem signal — sum zdaleka
nedosahuji teoretického maxima kapacity. K tomuto maximu se naopak blizi systémy
srozprostienym spektrem, pro néz je charakteristicka nerovnost S< N.

Shannonova véta o kedovani v sumovém kanale [5]

V sumovém kanale s kapacitou C mizeme pro zdroj informace s entropii H za predpokladu

H<C

nalézt takovy zpasob kodovani dlouhych zprav, ze pravdépodobnost vyskytu chyby Pe je mensi nez
piedem dané libovolné malé ¢islo e>0, avsak nikoliv rovna nule.
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Shannonova obr acena véta o kédovani v sumovém kanale
V sumovém kanale s kapacitou C nelze pro zdroj informace s entropii H za predpokladu
H>C
nalézt takovy zpuasob kédovani dlouhych zprav, aby pravdépodobnost vyskytu chyby Pe byla mensi
nez predem dané libovolné malé ¢islo e>0.

teoretické maximum

1,443 —_ ; ; o
ce
sic 1 | gns>1 <«— —> gn<<1 |1 gn
[Sh/s/HZ] [-1
05 {105
0 . 0
3 -2 -1 0 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10
B _ 1
S/IG  S/N [-]

Obr. 12. Zavislost kapacity kanalu najeho sifce pasmaa poméru signal-sum [2].

Shannonovy véty ukazuji, ze jakykoliv ,,spatny* (Sumovy) kanal je mozno vhodnym kodovanim
zpravy ,vylepsite tak, ze stlatime chybovost na libovolné malou hodnotu. To vsak plati za
predpokladu, jestlize nebudeme pozadovat prenaseni vétsiho mnozstvi informace, nez je kapacita
kanalu. Pri prekroceni této kapacity chybovost prudce poroste.

Uvedené véty neposkytuji navod na optimalni kodovani zprav. V dalsim textu ukazeme nékteré
moznosti vyuziti koda ke kompresi a zabezpeceni zprav.
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KODOVANI V SYSTEMECH PRO PRENOSINFORMACE

Klasifikace kodi podletypu aplikace.
Kodovani plni v riznych mistech sdélovaciho tetézce riaznorodé funkce. Od toho se odviji
nasledujici mozna klasifikace kodi:

Kaody pro prizpisoben:i informacniho zdroje na kandl.
Pouzivaji se pii zméné syntaktické abecedy zpravy. Ukolem téchto kodt je zarovei
maximalizace entropie abecedy pired vstupem zpravy do pienosového kanalu.
Kaody pro snizovani nadbytecnosti a kompresi dat.
Ukolem je ,,zhusténi zpravy snizenim jeji redundance tak, aby byl jeji prenos co nejefektivng;si.
Kaody pro zabezpeceni dat proti chybam.
Informacni slova se zabezpecuji korekénim nebo detekénim kodem s cilem zgjisténi definované
chybovosti spoje.
Sifrovaci kody.
Takové zabezpeceni zpravy, aby predstavovala zdroj informace pouze pro opravnéné piijemce.
Kady pro zrovnomerneni spektra datovych signdla (skramblovani...).
Pri prenosu dat analogovym médiem, napt. telefonnim kabelem, je dilezité efektivni vyuziti jeho
kmitoctové sirky pasma. Kvaziperiodicky charakter prenaseného signalu vsak zpisobuje, ze
spektrum je shlukovano zeiména v okoli ur¢itych kmitocta a kanal je tak vyuzivan neefektivné.
Tomu |ze odpomoci skramblovanim, kdy se posiluje nahodny charakter signalu jeho slucovanim
s pseudonahodnou posloupnosti. Spektrum pienaseného signalu se pak zrovnomeérni. V piijimaci
se pak za demodulatorem provede inverzni proces — deskramblovani za ucelem ziskani
puvodnich dat.
Kaody pro zabezpeceni procesu modulace v modemech (Trellis klicovani..).
Pouzivaji se rizné specialni metody zabezpeceni, které bojuji jak proti tzv. osamocenym
chybam, tak proti shlukim chyb. Nékteré metody: prokladani (interleaving), trellis kli¢ovani,
fetézové kodovani.

Shannonovy teorémy zdrojového a kanalového kédovani [2].

Z Shannonovy koncepce komunikacniho kanalu vyplyva dalsi klasifikace koda na zdrojové a
kanalové kody. Priklad zdrojového kodu je kompresni kod, kanalové kody jsou napi. kody
bezpecnostni. Poznatky z predchozich kapitol je mozné slovné shrnout do dvou teorémui. Prvni
z nich tika, ze vhodnym kodovanim je mozné ,,zhustit kazdou zpravu tak, ze se jgi informagni
obsah maze libovolné priblizit jgji teoretické informacni kapacité podle Hartleye. Druhy teorém je
vlastné Shannonova véta o kédovani v sumovém kanale.

Teorém zdrojového kédovani: Pocet biti, nezbytnych k jednoznacnému popisu urcitého zdroje dat,
se muze vhodnym koédovanim blizit k odpovidajicimu informacnimu obsahu tak tésné, jak je
pozadovano.

Teorém kanalového kédovani: Frekvence vyskytu chyb v datech prenasenych pasmové omezenym
kanalem se sumem mize byt vhodnym kédovanim dat redukovana na libovolné malou hodnotu,
pokud je rychlost prenosu informace mensi nez ¢ini kapacita prenosového kanalu.

V dalsim textu se budeme zabyvat metodami zdrojového a posléze kanalového kodovani.
Zdrojové kédovani - kédy pro snizovani nadbytecnosti.
Kodovani jako predpis.

V tvodu definujme pojem kodovani. Predpokladejme nasledujici struktury:
A .. mnozina znaka tzv. primarni (zdrojové) abecedy.
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Posloupnost znaki primarni abecedy tvori primarni (zdrojovou ) zpravu, kterou je treba
kédovat, napi. DOBRY _DEN.

B.. mnozina znaku tzv. sekundarni (kodové) abecedy. Znakim sekundarni abecedy se téz tika
kodové znaky. Prikladem je binarni kodova abeceda, kde B={0 1}. Jak uvidime nasledn¢,
VEétsinou se tyto znaky nevyskytuji v sekundarni zpravé samostatné, nybrz pouze v povolenych
kombinacich (tzv. kodovych slovech).

B* mnozina tzv. koédovych slov. Kodové slovo, nékdy téz nazyvané znacka, je povolena
posloupnost ur¢itého poétu kodovych znaki. Napiiklad pro binarni abecedu mize byt mnozina
kodovych slov nasledujici: B*={0 10 111}. Pocet kodovych znakt v kodovém slovu se nazyva
délka kodového slova.

Definice kédovani: Kodovani je piedpis, ktery kazdému prvku z mnoziny A prifazuje pravé jedno
kodové slovo z mnoziny B*.

Kod k je tedy zobrazeni

k A® B*.

Jestlize je kédovani v souladu sdefinici provadéno jednoznaéng, tzn. jestlize raznym znakam
primarni abecedy prislusi rizna kédova slova, pak fikame, ze kodovani je prosté.

s Priklad 29: Prosty binarni kod.
A={a b c d}, B={01}, B*={00011011} podie pitazeni

a 00
b ® 01
k:
c 10
d 11
V pritfazeni se Sipka casto vynechava a cely zapis se provede formou tzv. kédovaci tabulky.

b

Prakticka definice kadu.
V praxi se ¢asto definuje kod pouhym vyctem kodovych slov z kodovaci tabulky.

Blokoveé a ostatni kady.

Blokovy kod je kod, jehoz vsechna kédova slova maji stejnou délku (viz napr. kod z prikladu 29).

Z ostatnich kodu s nestegnymi délkami kodovych slov jsou pro zdrojové kodovani nejdilezitéjsi
prefixové kody.

Prefixové keédovani.
Prefix (,,predpona*) je jeden z atributt kodového slova.
Uvazujme kodové slovo v tomto zapise posloupnosti kodovych znaki:
by by bg by ... bng by
Toto kédové slovo ma nasledujici prefixy (,,piredpony*):
by
by by
by b bs
by by b by
bibybsby ... by
b1 by bs by ... by by
V poslednim pripadé je kodové slovo samo sobé prefixem.

Definice: Kodovani se nazyva prefixové, jestlize:
1. jeprosté,
2. zadné kodové slovo neni prefixem jiného kodového slova.
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s Priklad 30: ternarni (téiznakovy) prefixovy kod [4]

0

1
20
21
220
221

Mmoo |wm >

Vlastnost 2 umoznuje rychlé dekoédovani sekundarni zpravy ,,zleva doprava znak po znaku*, i
kdyz kodova slova maji variabilni délku. Napiiklad zprava 1122112211 predstavuje po
dekodovani pavodni zpravu BBFBFB.

b

V ztah prefixového a blokového kodu.

Kazdy blokovy kod je zaroven prefixovym koédem, nebot’ nemohou existovat dvé stejna kodova
sova.

Prefixovy kod ovsem nemusi byt kodem blokovym, protoze nemusi pouzivat kédova slova stejné
délky.

s Priklad 31: kod, ktery neni ani blokovy ani prefixovy: vyjadieni teploty vody binarnim koédem
[4].

ledova |0
studena | 01
vlazna | 011
tepla | 111

Kod byl sestaven tak, aby stavy svysokou pravdépodobnosti vyskytu byly vyjadieny kratkymi
kodovymi slovy. Tim se docili toho, ze skutecné zpravy budou po zakodovani relativné kratké.
Kod vsak neni prefixovy, protoze kodové slovo O je prefixem dov 01 i 011 a slovo 01 je
prefixem slova 011. Vznika otazka, zda je zakédovana zprava vubec jednoznacné
dekodovatel na.
Zakodujeme-li zpravu ,,ledova, ledova, studena, ledova‘, tj. 00010, pak dekodovani je snadné.
Jak dekodovat napi. zpravu 011111117 Dekodujeme-li zleva doprava, neni jisté, zda prvnim
znakem je 0 nebo 01 nebo 011. Museli bychom provéiit vsechny kombinace, coz by ovsem
prakticky znemoznovalo dekoédovani dlouhych zprav.
Kodova slova by tvorila prefixovy kod, kdybychom je cetli ,,pozpatku. Proto je dekoédovani
snadné, postupujeme-li od konce zpravy na jgji zacatek. Vysledek bude ,,studena, tepla, tepla“.
To ale znamena, ze dekodovat nelze prabézné behem prijimani zpravy, nybrz se musi pockat,
az prob¢hne cely jgi prenos. Pritom by stacilo malo — ,,otocit kodova slova tak, abychom
ziskali prefixovy kod.

b

Véta o jednoznacné dekédovatelnosti.

Kodovani je jednoznatné dekoédovatelné, jestlize ze znalosti zakodované zpravy lze vzdy

jednoznacné odvodit zdrojovou zpravu.

Poznamky:
V¢éta pouze definuje pojem jednoznacné dekodovatelnosti. Nepodava navod, jak zjistit, zda
je dany konkrétni kod jednoznacné dekodovatel ny nebo ne.
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Srovname-li kod zprikladu 31 sprefixovym kodem, ktery zn€ vznikne ,,oto¢enim™
kodovych dlov, pak je ziggmé, ze oba jsou jednoznacné dekodovatelné, ae... . V praxi jde
tedy také oto, jak je kod dekodovatelny.

Pri kompresi dat se pouzivaji techniky ,,ztratové“ komprese a ,,bezeztratové“ komprese. Je
ziggmé, ze ztratova komprese vyuziva kodovani, kdy nelze zpétné jednoznacné uréit
puvodni zpravu pred kodovanim. V fade pripadt (napt. komprese videa nebo zvuku) to ae
nemusi byt na zavadu. Komprese textovych a binarnich souboru viak musi byt bezeztratova.
Prosté kodovani zgjist'uje jednoznacnou dekodovatelnost pouze u blokovych kodi, kde jsou
vsechna kodova slova stejné dlouha.

s Priklad 32: Kodovani cifer 0 az 9 binarnim prefixovym kodem [4].

Zprava je tvorena znaky 0 az 9. Pritom cifry 0 a 1 se vyskytuji velmi ¢asto, cifry 8 a 9 jen
ziidka. Je proto vhodné cifry 0 a 1 zakodovat kodovymi slovy co nejkratsimi, pro cifry 8a9 s
muzeme dovolit vyclenit kodova slovarelativné nejdelsi.

Priklad jednoho z prefixovych kodu je uveden v kédovaci tabulce:

B* <«— S délkakodového Slova
00
01
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

OloNlolu|~MwWN|RO>
INFENFNF NN TN TN ENT SN

Cifry 0 a 1 nemuzeme kodovat jednomistnymi kodovymi slovy 0 a 1, protoze vsechna ostatni
binarni kodova slova obsahuji nulu nebo jednicku jako svij prefix. Z toho davodu jsou pro nulu
a jednicku pouzita koédova slova délky 2. Protoze zatingji nulou, musi vsech ostatnich 8
kodovych slov zacinat jednickou. V tabulce je vyuzito skutecnosti, ze 8 raznych kodovych slov
se da vyjadiit osmi moznymi kombinacemi tribitovych slov. Vysledny kod je pritom prefixovy.
Ztidka se vyskytujici osmicka a devitka jsou kodovany slovy o délce 4. Taktéz vsak cifry 2 az 7,
takze vznikaji otazky, zda by kodovani nebylo efektivnéjsi, kdyby nekteré z cifer 2 az 7 byly
kodovany sovy délky 3 acifry 8 a9 sovy délky 5 nebo 6. K tomu bychom vsak asi potiebovali
znat konkrétni pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych cifer a nékteré zakonitosti prefixového
kodovani, které si ukazeme dale.

b

Véta o Kraftové nerovnosti.
Ma-li sekundarni abeceda n znakt, mizeme sestavit prefixovy kod obsahujici r koédovych slov o
délkach |y, Io, .., I, pravé kdyz plati Kraftova nerovnost

nt+n+ . +n" £1. (56)

s Priklad 33: Ovéreni Kraftovy nerovnosti pro prefixovy kod z prikladu 32.

n:2,I1:I2:2, |3:|4: :|10:4,

222+82%=1.

Kdybychom chtéli zakodovat cifry 2 az 7 pouze tiimistnymi slovy a cifry 8 a 9 pétimistnymi,
pak by vyslo

30

PDF byl vytvofen zkuSebni verzi FinePrint pdfFactory http://www.fineprint.cz



http://www.fineprint.cz

Datova komunikace — prednasky

N=211=1=213=l4=...=1g=3,lg=11p=5,
222+62°%+22°=1375>1.

Kraftova nerovnost nyni neplati, takze takovyto prefixovy kod neexistuje a nema cenu jg tedy
hledat.

b

Poznamka: plati-li pro urcity kod Kraftova nerovnost, neznamena to, ze je tento kod prefixovy.
Napt. pro kod zprikladu 31 (teplota vody) je Kraftova nerovnost splnéna, presto kod neni
prefixovy.

s Priklad 34: Vyuziti Kraftovy nerovnosti pro hledani ,,kratkych®™ prefixovych kodu.

Pokusime se modifikovat kod z prikladu 32 tak, ze prodlouzime délku kodovych slov ziidka se
vyskytujicich cifer 8 a 9 na pét a budeme hledat co negkratsi kodova slova cifer 2 az 7 (v
prikladu 32 maji jednotnou délku 4).

A B*

prispéevek
do K.N.
2427 =
=05
Zbyva do
jednicky
1-0,5-
-0,0625=
=0,4375=
=7.2"*
2°+2° =
=0,0625

o
o

o
=

OIO|N|O|OBWINIFL IO
RSN EVIRICIRIC NG RIS RN
OOV IDNN

Situace je znazornéna v neuplné kodovaci tabulce, kde v poslednim sloupci je uveden
,prispeévek kodovych slov k vytvareni ¢lent nalevé strané Kraftovy nerovnosti (56). Vidime,
7e naest cifer 2 az 7 zbyva hodnota 7.2, coz reprezentuje 7 kodovych slov délky 4. Pi sesti
kédovych slovech délky 4 z piikladu 32 je zde jeste urcita rezerva vyjadrena cislem 1.2,

Kdybychom zvolili nz slov délky 3 a ostatnich ny = 6 - n3 slov délky 4, vyslo by

N3.2° + (6-n3).2% < 7.2°*. Jediné kladné celogiselné feseni je n; = 1 any = 5. Zakodujeme tedy
napiiklad cifru 2 tiimistnym slovem a cifry 3 az 7 ¢tyimistnymi slovy. Priklad takového kodu,
ktery je,,usporngjsi ve srovnani s pavodnim kodem z prikladu 32, je zde:

B*
00
01
100
1010
1011
1100
1101
1110
11110
11111

Oolo(Nlolu|~MwN|RO>
GG IENENSEFNENFENTRIT NN S
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K tomu, abychom byli schopni rozhodnout, ktery z dvou kodu v piikladech 32 a 34 vede na kratsi
zpravy, neboli ktery Iépe komprimuje zpravu, bychom potiebovali znat pravdépodobnosti vyskytu
cifer 0 az 9. Tuto ulohu vyiresime pozdgji jako pripravu k tzv. Huffmanovu kédovani.

Mc Millanova véta LT

Pro kazdé jednoznacné dekodovatelné (S N splaujici Kraftovu
kodovani plati Kraftova nerovnost. \ ; - nerovnost

dekédovateing |1

Pozor! Z McMillanovy véty opacné
plyne, ze:
- jestlize pro kod neplat/ Kraftova N

nerovnost, pak nen: jednoznacne
dekodovatelny.
- jestlize pro kod plati Kraftova nerovnost, pak muze, ale také nemusi byt jednoznacné
dekodovatelny.
Kraftova nerovnost je tedy nutnou, nikoliv vsak postacujici podminkou jednoznacné
dekodovatel nosti!

nedekddovatelné

s Priklad 35: Vyuziti McMillanovy véty k rozhodovani o jednoznacné dekodovatel nosti kodu.

kod¢. 1 kod ¢. 2 kod¢. 3 kod ¢. 4
A B* || A B* |l A B* |l A B* |l
ledova| O |1 X 0 1 X 00 |2 X 00 |2
studena| 01 |2 y 1 1 y 10 |2 y 11 |2
vlazna | 011 |3 Z 01 |2 Z 1 1 Z 1 1
tepla | 111 |3

Kod &. 1; 21+22+2.2 = 1, nelze rozhodnout o jednoznasné dekodovatel nosti.
Kod ¢. 2: 2.27+22=1,25>1, kod neni jednoznainé dekodovatelny.

Kod €. 3: 2.2%+2" = 1, nelze rozhodnout o jednoznasné dekodovatel nosti.
Kod ¢. 4: 2.2°'+27 = 1, nelze rozhodnout o jednoznainé dekodovatel nosti.

Ve skutecnosti neni kromé kodu €. 2 jednoznacné dekodovatelny jeste kod €. 4, ostatni kody jsou
jednoznacné dekodovatel né.

b

Pramérna délka znacky prefixového kodu.
Bude zaviset jak na délkach jednotlivych kédovych dlov, tak i na pravdépodobnostech jejich

Vyskytu.
Uvazuime prefixovy kod obsahujici r koédovych dlov (znacek) o délkach g, Ip, .., |;
s pravdépodobnostmi vyskytu Py, Py, ..., Pr. Pak primérna délka znacky bude

(=8Pl (57)
i=1

s Priklad 36: Praimérna délka znacky u prefixovych kodu z prikladt 32 a 34.
Pravdépodobnosti vyskytu cifer 0..9 necht’ jsou tyto:
P(0) =0,4, P(1) = 0,3, P(2) = 0,1, P(3) = 0,07, P(4) = 0,05, P(5) = 0,038, P(6) = P(7) = 0,02,
P(8) = P(9) = 0,001.
Pak podle (57) bude praimérna délka znacky:
Kod z prikladu 32: | =0,4.2+0,3.2+(0,1+ 0,07 + 0,05+ 0,038+ 2.0,02+ 2.0,001).4 = 2,6 znaka.
Kod z prikladu 34: | =0,4.2+0,3.2+0,1.3+ (0,07 + 0,05+ 0,038+ 2.0,02).4 + 2.0,001.5 = 2,502
znaku.
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Druhy z kodt bude komprimovat zpravy o néco efektivngji. Je ovsem otazka, zda by bylo mozné
nalézt jiny prefixovy kod, ktery by mél jesté kratsi priamérnou délku znacky. Odpoved” nam
poskytnou Huffmanovy kody.

b

Huffmanovo kédovani.

Definice: Uvazujme primarni abecedu A = {ay, ay, .., &} s pravdépodobnostmi vyskytu znaki P,
P,, .., Pr akodovou abecedu B = { by, by, .., by} . Huffmanovym n-znakovym kédovanim se rozumi
prefixové kodovani abecedy A pomoci n kodovych znakt z abecedy B, které ma nejkratsi moznou
pramérnou délku kodového slova.

Definice pouze tika, ze kod generujici nglkratsi mozné zpravy v abecedé B se nazyva Huffmanav.
Nic vsak nefika o tom, jak tento kod sestrojit.
V dalsim se budeme zabyvat piredevsim binarnimi Huffmanovy kédy (n = 2).

Konstrukce Huffmanova kédu — algoritmus.
V literature je mozné nalézt nékolik zptsobid sestaveni Huffmanova kodu. Uvedeme jeden
Z ngjnazornéjsich algoritma.

1. Znaky primarni abecedy seradime do sloupce shora dolt v poradi od nejvyssi po nejnizsi
pravdépodobnost jejich vyskytu (sefazeni neni nutné, feSeni vsak bude graficky
piehlednéjsi). Pravdépodobnosti vepiseme do sousedniho sloupce vpravo.

2. Dva znaky snegnizsimi pravdépodobnostmi sdruzime do kombinovaného znaku, jehoz
pravdépodobnost vyskytu je rovna souctu pravdépodobnosti slu¢ovanych znaki (provedeme
redukci dvou znaki na 1 znak). Graficky to provedeme spojenim pravdépodobnosti
slu¢ovanych znaki lomenou carou. K zalomeni vepiseme vyslednou pravdépodobnost.
K care vychazejici od vyssi pravdépodobnosti zapiseme nulu, k druhé care jednicku. Pokud
jsou ob¢ pravdépodobnosti stejné, zapiseme nulu a jednicku podle svého uvazeni. Oba
slucované znaky jiz vylouc¢ime z dalsiho postupu.

3. Bod dva periodicky opakujeme, az po posedni redukci dostaneme jediny znak
s pravdépodobnosti vyskytu 1 (konecny znak). Pocet redukci je o jednicku mensi nez pocet
znaki puvodni abecedy.

4. Kodové dovo k prislusnému znaku ziskame tak, ze postupujeme po existujicich spojnicich
Zleva doprava od daného znaku az ke konecnému znaku. Pritom zapisujeme nuly a jednicky
u vétvi, kterymi prochazime. Vzniklé kédové slovo pak ,,otoc¢ime™, tj. zapiseme pozpatku.
Pozn.: Kodové slovo samozigimé miazeme piimo ¢ist zprava doleva, u slozitéjsich koda to
vsak mnohdy piipomina hledani cesty z bludiste.

s Priklad 37: Konstrukce Huffmanova kodu abecedy z prikladu 36.

redukce¢. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(a)

0,4 1
03 0 1
0,1 0
0,07 Q 012
0,05 1 1

0,038 ~1_ 008

0,02 \{ 0,042 5

0,02 0
0,001~0_ 0,002 0022 0

0,001
Priklad kodovani cifry ,,7¢: 0001010, ¢teno pozpatku 0101000
Vysledna kodovaci tabulka:

Co~NOOUR~AWNRFROD
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A Pa) B* d
0 [04 1 1
1 |03 00 2
2 |01 0100 4
3 0,07 0110 4
4 10,05 0111 4
5 (0038 |01011 5
6 [0,02 010101 6
7 10,02 0101000 | 7
8 [0001 [01010010] 8
9 (0001 |01010011] 8

Pramérna délka znacky:

| =0,4.1+0,3.2+(0,1+0,07 +0,05).4+0,038.5+0,02.6 + 0,02.7 + 2.0,001.8 = 2,346 znaki.
Prefixovy kod z prikladu 36, resp. 34 mél primérnou délku znacky 2,502 znakd. Nyni jsme
nasli kod o kratsi prameérné délce znacky. Podle definice Huffmanova kodu jiz nelze ngjit
. kratsi kod.

Vsimnéte s, ze Huffmaniv kod vyuziva extrémné kratkych znacek ke kodovani
nejpravdépodobngjsich znakt. Znaky velmi malo pravdépodobné koduje relativné velmi
dlouhymi znackami. Srovnejte skodem z piikladu 34, jehoz nejdelsi znacka ma délku 5,
primérna délkaje ae presto vétsi nez u Huffmanova kodu.

b

Z agoritmu konstrukce Huffmanova kodu a z piikladu 37 je zigmé, ze pri sestavovani kodu mame
k dispozici ur¢itou volnost — napt. pri slu¢ovani dvou znaku se stenymi pravdépodobnostmi je
lhostgjné, jakym zpusobem jim piifadime nulu a jedni¢ku. Z toho vyplyva, ze feSenim muaze byt i
nekolik odlisnych Huffmanovych kodi, které vsak budou mit stejnou pramérnou délku slova

Vyuziti entropie k vyhodnoceni komprimaénich schopnosti kodu
Uvazujme primarni abecedu A ={ay, ay, .., &} S pravdépodobnostmi vyskytu znaka Py, Py, .., Pr a
kodovou abecedu B = { by, by, .., by} . Prefixovy kod necht ma pramérnou délku slova | .
Primarni abeceda ma entropii H(A) danou vztahem (9). Je to primérné mnozstvi informace na
jeden znak primarni abecedy. Protoze koédovanim se kazdému znaku pritadi kodové slovo, je to i
primérné mnozstvi informace nesené kédovym slovem. Provedeme-li déleni pramérnou délkou
kodového slova, dostaneme pramérné mnozstvi informace na kodovy znak, coz je entropie kodové
abecedy:

H(B) = @ | (58)
Miru ,,hustoty informace pied kédovanim a po kodovani muzeme vyjadiit pomérem skutecné a
maximalni mozné entropie primarni a koédové abecedy, neboli relativnimi entropiemi, pripadné

redundancemi:
_ H®A 1
h(A) = HA r(A)=1- h(A), (59)
_ H(B) 1.
h(B) = H (B)’ r(B)=1- h(B). (60)

Pokud by relativni entropie pied a po kodovani byly stejné, znamenalo by to, ze kéd neprovadi
vitbec zadnou komprimaci zpravy. Cim je pomér relativnich entropii po a pied kodovanim vétsi nez
1, tim je komprimace ucinngjsi. K ohodnoceni komprimacnich schopnosti kédu tedy zavedeme
komprimaéni pomér kodu KP jako

p=n(®)

“hA (61)
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s Priklad 38: Vyhodnoceni komprimacnich schopnosti prefixovych koda ¢. 1, 2 a 3 (z priklada
32,34a37).

kod1 | kod2 | kod3
P(a) B*

04 |00 00 1

03 |01 01 00

01 [1000 [100 [0100
0,07 [1001 [1010 [0110
0,05 [1010 [1011 [0111
0,038 [1011 [1100 [01011
0,02 [1100 [1101 010101
0,02 [1101 [1110 [0101000
0,001 [1110 [11110 |01010010
0,001 |1111 |11111 |01010011

Oolo(Nlo|lua|MwNFRol>

9
H(A) =- § P(a)log, P(a) # 2,2917 Shiznak, H__, (A) =log,10 % 3,322 Sh/znak,

i=0

h(A) % 2,2917
3,322

#0,6899, r(A) #1- 0,6899=0,3101.

Pramérna délkaznacky I,,1,,I, koédu¢. 1,2a3:
|, =2,6 znaka, I, = 2,502 znake, |, = 2,346 znaki.

Entropie, relativni entropie a redundance kodové abecedy v pripadé koda ¢. 1, 2 a3:
2,2917 0,8814
1

H,(B) & £0,8814, h(B) & =0,8814, r,(B) £1- 0,8814 =0,1186,

H,(B) & 2,2917
2,502

£0,916, h,(B) & g =0,916, r,(B) £1- 0,916 =0,084,

2,2917
2,346

Komprimag¢ni poméry kodu ¢. 1, 2a 3:

08814 1 76 kp, & 0916 41308 kp g 09769
0,6899 0,6899 0,6899

H,(B) ¥

£09769, h,(B) & 0’91769

=0,9769, r,(B) £1- 0,9769=0,0231.

KP, %

#1416.

b

Z prikladu je zigimé, ze Huffmantav kod ¢. 3 ma negjveétsi komprimagni pomeér. Vsimnéme s vsak,
ze ani on neproved| dokonalou kompresi, nebot’ redundance kodové abecedy je 2,31%. Uvédomme
s, ze i kdyz je dany Huffmaniv kod ze vsech kodu nejefektivnéjsi, neznamena to, ze danou zpravu
Jiz nelze vice komprimovat. Ve skutecnosti mizeme Hufmanniv kod pouzit ,,sikovngji tak, ze lze
redundanci stlcit nalibovolné malou kladnou hodnotu. Ukazeme si metodu koédovani tzv. rozsirené
abecedy.

Uvazujme primarni abecedu A ={ay, a, .., &} Spravdépodobnostmi vyskytu znaka Py, Py, .., Pra
kodovou abecedu B = { by, by, .., by}. Pak x-ndsobné rozsitenou priméarni abecedou A* nazveme
abecedu, jgiz znaky jsou vsechna mozna slova délky x tvorena znaky primarni abecedy.
Pravdépodobnost vyskytu takovéto x-tice je pak rovna soucinu pravdépodobnosti vyskyta dil¢ich
znaki v ni obsazenych.
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Vyznam této definice bude zigjmy pro takovy zpusob kodovani, kdy se primarni zprava rozdéli na
useky délky x a kazdy usek se koduje prefixovym kodem (koduji se celé useky, nikoliv pouhé
znaky jako dosud).

s Priklad 39: Komprimace metodou rozsirené primarni abecedy.

Zprava je dlozena ze znaka 0 a 1. Jednicky zna¢né pievazuji: pravdépodobnosti vyskytu jsou
P(1) = 0,9, P(0) = 0,1. Entropie této abecedy ma proto znacn¢ daleko do teoretického maxima 1
Sh/znak:

H, =-(0,9l0g, 0,9 +0,1l0g, 0,1) # 0,469 Sh/znak.

Komprimaci provedeme tak, ze celou zpravu rozdélime na slova délky 2. Kazdé takové slovo
budeme pokladat za znak rozsiiené abecedy A a budeme jej kodovat Huffmanovym kodem.
Existuji celkem 4 takovéto znaky, jegichz pravdépodobnosti vyskytu jsou rovny soucinim
pravdépodobnosti vyskytu pavodnich znaka primarni abecedy, napt. P(01)=P(0).P(1).
Huffmaniv kéd nalezneme znamou konstrukci. Zde je vysledek:

A%l P |[macky|l,
00|0,01|101 3
01(0,09|100 3
10/0,09|11 2
11/0,81|0 1

Pramérna délka znacky je

[, =0,01.3+0,09.3+0,09.2 + 0,81.1=1,29 znaki.

,,DVv0jznak* rozsirené abecedy nese praimeérné mnozstvi informace
2H, £ 0,938 Sh.

Stejné mnozstvi informace je tedy neseno znackou o pramérné délce 1,29 znaku. Jeden znak
sekundarni zpravy tedy nese prameérnou informaci

H, & 0538 % 0,727 Sh/znak.
1,29
Oproti vychozi situaci bez kédovani doslo k podstatnému zlepseni.

Nyni zkusime rozdglit pavodni zpravu na slova délky 3. Rozsitena abeceda A® bude mit 8
znaku. Vysledek je zde:

A° [P znacky
000/0,001| 11111
001|0,009|11110
010/0,009| 11101
011/0,081|100
100| 0,009 (11100
101|0,081|101
110/0,081|110
111|0,729|0

&

R W W o w o o o1
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Pramérna délka znacky je nyni

I, =1,598znaka.

,, Trojznak* rozsiiené abecedy nese prameérné mnozstvi informace
3H, #1,407 Sh.

Stejné mnozstvi informace je tedy neseno znackou o pramérné délce 1,598 znaku. Jeden znak
sekundarni zpravy proto nese prameérnou informaci

H, & 1407 # 0,88 Sh/znak.
1,598

Opét jsme se vice priblizili k teoretickému maximu 1 Sh/znak.
b

Vydedky z prikladu 39 |ze zobecnit:

Zpravu obsahujici znaky primarni abecedy A rozdélime natiseky délky x, které chapeme jako znaky
x-nasobné rozsirené primarni abecedy A*. Tyto znaky kodujeme binarnim Huffmanovym koédem o
pramérné délce znacky | . Je-li entropie primarni abecedy H, pak entropie rozsirené abecedy bude
H.x aentropie kodové binarni abecedy

H, =H Il (62)
Lze dokazat, ze X
imH, = Hlim ™ =1, (63
neboli X
Iiml—X =H. (64)

V zorec (63) tika, ze

Zvétsovanim délky kodovanych tseki mizeme neomezeng zvétsovat entropii kodové abecedy az k jejimu teoretickému maximu, resp. snizovat jeji
redundanci k nule.

Interpretace vzorce (64) mize byt nasledujici:

Pocet binarnich znaki (tj. bitd), kterymi mizeme zakddovat jeden znak primarni abecedy, Ize zvétsovanim délky kodovanych useka libovolng
zmensovat az k hodnoté¢, ktera se rovna entropii primarni abecedy.

Jedna se o dusledek Shannonova teorému zdrojového kodovani ze str. 27.

Metody snizovani nadbyteénosti ve zpravé pouzivané ke komprimaci pocita¢ovych soubori
[11].

Komprimacni algoritmy jsou zalozeny na hledani urc¢itého radu v ulozenych datech. Je-li timto
fadem frekvence vyskytu jednotlivych znakd, pak se uplatni Huffmanovo kodovani. To je vhodné
pro komprimaci napt. textovych souborii. Pii komprimaci obrazki je vhodnéjsi sledovat jinou
zakonitost — vyskyty dlouhych bloka stejnych dat, piipadné opakované sekvence uréitych znaki.
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Pouzivaji se metody bezeztratové komprimace (lossless compression, z komprimovaného souboru
Ize jednoznacné rekonstruovat puvodni soubor) a ztratové komprimace (lossy compression, z
komprimovaného souboru nelze presné obnovit ptivodni soubor).

Priklad bezeztratové komprimace: textové a binarni soubory, kde si nemtizeme dovolit jakoukoliv
ztratu dat (programy PKZIP, RAR, ARJ, ...), z obrazovych formatt jsou to napr. PCX, TIFF, GIF a
PNG.

Priklad ztratové komprimace: komprimace obrazki, zvuku a videa.

Bezeztratova komprimace:

Komprimagni algoritmy mohou byt neadaptivni a adaptivni.

Neadaptivni algoritmy jsou uré¢eny pouze pro kompres ur¢itého typu dat. VéEtsinou pracuji
spreddefinovanymi slovniky casto se vyskytujicich tetézca, které jsou v prabéhu kodovani
nahrazovany kratsimi slovy. Prikladem je Huffmanovo kédovani nebo pribuzné Shannon-Fanovo
kodovani.

Nekteré neadaptivni algoritmy nepotrebuji slovniky a dlouhé tetézce opakujicich se znaku
,,zhust'uji okamzit¢, jakmile na n¢ algoritmus narazi. Prikladem je algoritmus RLE (Run-Length
Encoding), vyuzivany grafickym formatem PCX. Retézec stejnych znaki se nahradi jednim znakem
adoplni seadajem o poctu opakujicich se znakd.

Adaptivni algoritmy |ze pouzit ke komprimaci sirsi tiidy soubori, nebot’ si vytvareji slovniky casto
se vyskytujicich fetézca dynamicky béhem komprese. K ngjznaméjsim adaptivnim algoritmam patii
algoritmus LZW (Lempel-Ziv-Welch). Algoritmus LZW je vyuzivan v grafickych formatech GIF a
TIFF aje zabudovan do komprimacnich programu typu PKZIP a ARJ.

Nejznamgjsi metody komprese zalozené na vyuziti pravdépodobnosti vyskytu znakt: Huffmanovo
kodovani a tzv. aritmetické kodovani (zakoduje celou zpravu jako jediné ¢islo svelkym poctem
cifer; znaéné naroky na hardware). Samostatné se daji pouzit jen pro kompres textovych soubord.
Dobrych vysledki dosahuji v kombinaci s adaptivnimi algoritmy typu LZW.

Ztratova komprimace:

JPEG (Joint Photographic Experts Group) — sada metod ztratové komprese vhodnych zefména pro
dozité barevné prediohy svelkou hloubkou barev. Cil komprese: ponechat informaci o intenzité a
jasu (oko je natyto atributy citlivé), potlagit informaci o malych zménach barev blizkych bodi (oko
nerozezna). Metoda je nevhodna pro komprimaci vektorovych obrazkt a jednoduchych kreseb
smalou hloubkou barev a srozsahlymi jednobarevnymi plochami (lepsi vysledky se dosahnou
bezeztratovou kompresi, viz GIF, PCX).

Waveletova (vinkova) transformace —ztratova komprese budoucnosti. Podstata jde za ramec tohoto
predmétu. Pri srovnatelné kvalité sformatem JPEG muze davat zhruba dvojnasobny kompresni
pomer.

MPEG (Moving Picture Expert Group) — komprimace videa spolu se zvukovym doprovodem.

Dnes existuji 4 normy MPEG:

MPEG-1: je navrzena pro technologii CD tak, aby umoznovala prenosovou rychlost do 1,5 Mb/s
(1,2Mb/s pro obrazova data, 0,3 Mb/s pro audio data). Podporuje rozliseni obrazka do 4095x4095
bodut pii 60 snimcich za sekundu.

MPEG-2: je navrzena pro dalkové a satelitni pienosy signalu pii zachovani televizni kvality.
Podporuje rozliseni do 16383x16383 bodt, umoziuje prokladani snimka.

MPEG-3: je navrzena pro HDTV (TV svysokym rozlisenim). Dnes se nepouziva, tuto podporu
prevzala norma MPEG-2.

MPEG-4. je navrzena pro prenos videa na pomalych linkach s pienosovou rychlosti od 4800 do
64000 hiti/s. Rozliseni jen 176x144 bodu pri 10 snimcich za sekundu.

Komprese zvuku mize probihat ve tiech ,vrstvach™ — Layer 1 az 3. Cim vys§i vrstva, tim vyssi
kvalita zvuku. Prislusné soubory se zvukovym zaznamem pak maji pripony .mpl az .mp3. Kvalita
komprimovaného souboru .mp3 (pienosova rychlost od 32kb/s do 320 kb/s) se blizi kvalité audio

38

PDF byl vytvofen zkuSebni verzi FinePrint pdfFactory http://www.fineprint.cz



http://www.fineprint.cz

Datova komunikace — prednasky

CD (1,4 Mb/sl). Najedno datové CD je mozné ulozit 12 az 13 klasickych audio CD pii prakticky
nezménéné zvukové kvalité. Komprese zvuku je ztratova, vynechavaji se ,,detaily, které lidské
ucho nevnima (v pritomnosti silného signalu nevnimame signal slabsi, silny vjem ma setrvacnost
pusobeni a prehlusi jiné slozky jesté chvili po jeho zaniku, ...).

Komprese podle norem MPEG je ¢asové narocna, mize probihat ¢isté softwarove, hardwarove
nebo kombinovang.
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Kanalové kodovani - kédy pro zabezpeceni dat proti chybam.

Detekéni a korekéni kady.

V kapitole ,,Shannonova koncepce komunikacniho systému« (str. 13-15) je uvedeno déleni
bezpecnostnich kodt na detekeéni (pouzivané v systémech ARQ) a korekéni (pro systémy FEC).
Data se rozdéli na useky steiné délky, kazdy z isekt je doplnén o tzv. zabezpecovaci bity podle
urcitého matematického algoritmu. Jsou-li data z aseku narusena béhem prenosu, dokaze dekodér
detekéniho kodu tento fakt bud’ pouze identifikovat (vi se, ze doslo k chybé, ale nevi se, na kterém
misté), nebo v pripadé korekeéniho kodu dokaze lokalizovat chybu a opravit ji.

pocet zabezpecujicich bitt byva vétsi, jednak je dozitéjsi kodovaci a dekodovaci mechanismus.

Je dobré uvédomit s, ze neexistuje kod, jehoz nasazeni by stoprocentné zaru¢ovalo spravnou
detekci ¢i korekci chyb. Lze jen garantovat procentualni uspésnost detekce c¢i korekce a
zdokonal ovanim bezpecnostniho kodu se neomezené priblizovat k hranici stoprocentni aspésnosti.
K zabezpeceni dat se pouzivaji prevazné blokové kody, tj kody vyuzivajici znacek stejné délky.
Pouziti konvoluéniho, tedy neblokového kodovani, bylo diskutovano v predmétu ,, Teorie sdélovani
aprenosu dat (TSD).

Druhy chyb.

V predmétu TSD byly chyby obecné rozdéleny na chyby ojedinglé (nezavislé) a shluky chyb (angl.
Independent Error a Burst Error). Jeli vdaném useku dat pouze jedna chyba, hovoirime o
jednoduché chybg, v piipadé n chyb jde o n-nasobnou chybu. Pfi rostoucim n prudce klesa
pravdépodobnost n-nasobné chyby v daném useku dat. Toho se vyuziva k zabezpetovani téchto
useku jednodussimi kody, které jsou schopny stoprocentné detekovat, resp. korigovat jen
nékolikanasobné chyby, napiiklad jednoduché, dvojnasobné a trojnasobné. Pokud dojde
k vicenasobné chybe, kod selze. Spoléha se ale nato, Ze pravdépodobnost je miziva.

Shluky chyb se objevuji napt. pri radiovém prenosu na VKV, pii poskozeni média pro zaznam dat
apod. Na shluky chyb je tieba nasadit jiny typ bezpet¢nostnich kodu nez na chyby ojedinglé.

V dalsim se budeme vénovat pouze binarnim blokovym kédam, které koduji binarni slova primarni
abecedy na binarni znacky.

Struktura kédoveého slova blokoveho kédu.
Primarni zprava je zabezpetovana po usecich délky k. Rikame, ze informagni slovo obsahuje k biti.
Kodér k témto bitam prida podle urcité zakonitosti r zabezpecovacich bita, které jsou odvozeny
z informacniho slova. Vznikne n-bitové kodové slovo, kde
n=KkK+r. (65)
Jsou dvé mozné struktury koédového slova délky n:
1. Zabezpecovaci ¢ast je piipojena bezprostredné za informatni ¢ast. Kod se pak nazyva

systematicky.
sAPLE ais
1AM2AAB
n

Obr. 13. Struktura znacky blokového systematického kodu.

2. Informacni a zabezpecujici bity jsou vzajemné promichany. Kod je pak nesystematicky.

Pridavanim zabezpecovaci casti roste délka slova, takze roste doba prenosu celé zpravy. Tim
platime za jeji zabezpeceni.

Pomér poctu informacnich bitt k celkovému poctu bitd ve znacce se nazyva informacni pomér kodu
(bohuzel se znati stejn¢ jako pirenosova rychlost):
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R=

S| x

=”'—an (0,1). (66)
Umeni je nalézt takovy kompromisni kod, ktery by pii co ngjvyssim informacnim poméru dovedl
Co nejlépe zabezpetit zpravu.

Blokovy kod o parametrech n, k, r se oznaguje jako kod (n,k). Tak kod z nasledujiciho prikladu ma
oznaceni (4,2).

s Priklad 40: blokovy systematicky kod.

informagni | kodové
slovo slovo

00 0000
01 0110
10 1001
11 1111
k=2r=2n=4
R=2=05.
4

Vsimnéme s, ze ctyimistna kodova slova jsou 4, i kdyz existuje celkem 16 moznych
ctyimistnych binarnich slov. Jak uvidime dale, vybér ¢tyi kodovych slov z 16 moznych slov je
zvolen tak, aby kod doved! detekovat a opravovat pripadné chyby podle urcitého kritéria.

b

Na zakladé prikladu 40 provedeme nasledujici zobecnéni:

Uvazujme binarni blokovy kod, jehoz kodové slovo ma délku n, z toho k informacnich a r
zabezpecovacich bita. Pak:

Pocet viech moznych informagnich slov délky kje 2. Je to zaroveti pocet viech kodovych slov
délky n.

K6dova slova jsou podmnozinou 2" vsech moznych slov délky n.

Jestlize dojde vlivem chyby k modifikaci kodového slova na slovo, které nepatii do kodu, je
dekodér schopen detekovat chybu.

Jestlize je kod zkonstruovan tak dobie, ze existuje jen jedno kodové slovo, které se lisi od prijatého
slova v nggmensim poctu bita, pak bude kodér schopen chybu opravit.

Zakladni myslenka bezpec¢nostniho kédovani.

Nyni blize rozvedeme jednu z moznych strategii bezpe¢nostniho kodovani, nazna¢enou v piedchozi
kapitole. Ngjprve definujme nékteré nutné pojmy.

Délka kodu L — je to pocet viech riznych koédovych slov. Tuto délku je nutno odlisit od délky
kodového slova. Z predchoziho textu vyplyva vztah mezi délkou kodu a poctem informacnich biti:

L=2% (67)

Hammingova vaha w(v) kédového slovav je pocet jednicek v kodovém slovu.

Hammingova vzdalenost d(vi, V2) dvou kédovych slov v; av; je pocet bitd, v nichz se kédova slova
lisi.

Minimalni vzdalenost kodu dyin j& minimalni mozna vzdalenost vsech dvojic znacek v kodu.

s Priklad 41: blokovy systematicky kod (4,2) z prikladu 40.
Hammingovy vahy jednotlivych kédovych slov jsou uvedeny v tabulce.
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i | informacni slovo | kodové slovo v | w(V;)
1 00 0000 0
2 01 0110 2
3 10 1001 2
4 11 1111 4

Hammingovy vzdalenosti:

d(vi, vi) [0000]0110] 1001 1111
0000 | - | 2 | 2 | 4
0110 4] 2
1001 2
1111 -

Proto d_,, =2.

Vsimnéme si, ze objevi-li se v libovolném kédovém slovu jen 1 chyba, dostaneme znacku,
ktera nepatii do kodu. Tento kod tedy je schopen stoprocentné detekovat jednoduché chyby.
Nedovede vsak jednoznatné opravovat jednoduché chyby. Objevi-li se napi. pii prenosu slova
0000 chyba na poslednim misté, tj. prijmeme-li 0001, ,,negjblizsi“ ve smyslu Hammingovy
vzdalenosti jsou dvé kodova slova: 0000 (spravné) a 1001 (nespravné). Dekodér nema moznost
jednoznacné se rozhodnout pro spravnou variantu.

b

Algoritmus detekce chyb:

Prijat¢é slovo se porovna smnozinou kodovych slov. Nezjisti-li se shoda szadnym koédovym

slovem, je detekovana chyba.

Je zigimé, ze pokud d_;, =1, neni zarucena stoprocentni detekce chyby, protoze vlivem chyby
muze kodové slovo prejit v jiné kodové slovo.

vysané A» kédové Pokud d.;, =2, je zarucena stoprocentni detekce vsech
Yt\* . 20p d. >t lednoduchych chyb.
piijaté m Pokud d,, =3, je zarucena stoprocentni detekce vsech

dvojitych chyb.
Obrazek znazornuje, ze piijaté slovo se v dasledku t-nasobné chyby vzdali od vyslaného kodového
slova o vzdalenost t. Aby mohla byt chyba detekovatelna, musi byt vzdalenost piijatého slova od
kazdého kodového slova vétsi nez nula. Proto plati nasledujici tvrzeni:
Obecné je zarucena stoprocentni detekce vsech t-nasobnych chyb, jestlize

d, ®t+l. (69)

Algoritmus korekce chyb:
Prijaté slovo se porovna s mnozinou kédovych slov. Pokud je nalezeno jediné koédové slovo, které
ma od prijatého slova neggmensi Hammingovu vzdalenost, je toto kodové slovo prohlaseno za slovo

------

slovo.
Je ztgim¢, ze pokud d,, =1, neni zarucena stoprocentni
d, o
vysdané «——™ > Kédové detekce atudiz ani korekce chyby.
\ / Je-li dovo zatizeno jednoduchou chybou, pak musi mit
e >R dun > 2 s minimélni vzdilenost 3, aby kazdou takovou chybu

byl schopen opravit. Pfi dmin = 2 se totiz muze stat, ze
jedna chyba ,,odchyli* prijat¢é slovo od vyslaného o stejnou vzdalenost (1), o jakou se priblizi
k jinému kodovému slovul.
Obrazek znazornuje, ze piijaté slovo se v dasledku t-nasobné chyby vzdali od vyslaného kodového
slova o vzdalenost t. Aby mohla byt chyba opravitelna, musi byt vzdalenost prijatého slova od
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kazdého kodového slova vétsi nez t. Pak totiz bude mit prijaté slovo nejkratsi vzdalenost prave ke
slovu vyslanému. Proto plati nasledujici véta:
Obecné je zarucena stoprocentni korekce vsech t-nasobnych chyb, jestlize

d,, ® 2t+1. (69)

s Priklad 42: detekce a korekce chyb blokovym systematickym kodem (4,2) z prikladu 41.

Protoze drin = 2, jakakoliv jednoducha chyba v jakémkoliv kodovém slovu ma za nasledek, ze
sovo se nezmeéni v jiné kodové slovo. Kazdou jednoduchou chybu tedy mizeme snadno
detekovat.

Objevi-li se napt. v kodovém slovu 0000 dvé chyby na zac¢atku a na konci, tj. ptijmeme 1001,
chyby nejsou detekovany, protoze se jedna o kodové slovo. Jina bude situace, objevi-li se dvé
chyby na konci: 0011. Pak je nespravny pienos detekovan.

Rovnice (68) tedy garantuje detekci vsech t-nasobnych chyb, nevylucuje vsak detekci
nékterych vétsich skupin chyb.

Podle vzorce (69) dany kod negarantuje korekci vsech jednoduchych chyb, protoze jeho
minimalni vzdalenost je pouze 2. Skutecné, prijmeme-li napt. kédové slovo 1111 s chybou na
poslednim misté, tj. 1110, je stgjna pravdépodobnost, ze bylo vyslano slovo 1111 jako 0110.
Od obou kodovych slov ma prijaté slovo stggnou vzdalenost 1. Konkrétné dany kod
neumoznuje korekci zadné jednoduché chyby.

s Priklad 43: detekce a korekce chyb blokovym systematickym kodem (6,3).

i | informacni slovo | kodové slovo v | w(V;)
1 000 000000 0
2 001 001110 3
3 010 010101 3
4 011 011011 4
5 100 100011 3
6 101 101101 4
7 110 110110 4
8 111 111000 3

Minimalni vzdalenost kodu je 3:

d(v;, vj) | 000000|001110|010101|011011|100011 | 101101 | 110110| 111000
000000/ - 3 3 4 3 4 4 3
001110 - 4 3 4 3 3 4
010101 - 3 4 3 3 4
011011 - 3 4 4 3
100011 - 3 3 4
101101 - 4 3
110110 - 3
111000 -

Znamena to, ze lze jednoznatné detekovat jednoduché a dvojité chyby (viz vzorec 68) a
opravovat vsechny jednoduché chyby (viz vzorec 69).

Krome toho vsak kod umoziuje detekci napr. trojnasobné (nebo i sestinasobné) chyby, ktera
z koédového slova 000000 udéla nekodové slovo 000111 (nebo 111111).
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V nasledujici ¢asti ukazeme nekteré metody kodovani zpravy, které umozni podstatné snizeni chyb
pii prenosu binarnim kanalem.

Kadovdni a pi‘fenosovy kandl.
Uvazujme binarni symetricky kanal bez paméti o spolehlivosti P, resp. chybovosti Q = 1-P.

s Priklad 44: Vztah mezi spolehlivosti kanalu a spolehlivosti prenosu binarniho slova.

Binarni symetricky kanal bez paméti ma spolehlivost 99%. Vypoctéte pravdépodobnost Pok
bezchybného pieneseni binarniho slova délky 16.

P, =099 #0,851.

Pri chybovosti kanalu 1% je pravdépodobnost chybného pieneseni slova témér 15%. Pri
prodluzovani binarniho slova pravdépodobnost chyby roste.

Z prikladu vyplyva dulezitost bezpecnostnino kodovani. Bez n¢j by chybovost pii prenaseni
dlouhych zprav prerostla inosnou mez.

b

Je tedy vhodné rozlisovat mezi spolehlivosti kanalu P a spolehlivosti prenosu slova Pok, resp. mezi
chybovosti kanalu Q a chybovosti prenosu slova Pegr = 1 - Pok. Rovnitko miazeme dat mezi
prislusné dvojice pouze za predpokladu, ze prenasené slovo ma délku 1.

Chybovost prenosu slova kanalem muzeme libovolné snizovat vhodnym koédovanim zpravy.
M echanismus objasnime na prikladu tzv. opakovaciho kodu, coz je velmi jednoduchy blokovy kod.

Podstata pouziti opakovaciho kodu: kazdy binarni znak vysleme do kanalu nékolikrat za sebou. Na
vystupu kanalu se rozhodne o spravném znaku podle toho, ktery znich byl prijat nejvicekrat
(metoda hlasovani). Z toho diivodu je vhodné, je-li vysilan lichy pocet znaka.

s Priklad 45: Znak je opakované vysilan za ucelem zvyseni spolehlivosti jeho pienosu.

Uvazujme binarni symetricky kanal o spolehlivosti P = 0,9. Vypocteme, zda nezvysime
spolehlivost spravného pireneseni jednoho binarniho znaku pomoci opakovaciho kédu stim, ze
stejny znak bude vysilan tiikrat za sebou.

Nakodovaci proces je tedy mozné pohlizet pomoci kodovaci tabulky blokového kodu:

bindrni znak | kédové slovo
0 000
1 111

Minimalni vzdalenost opakovaciho kodu je rovna délce koédového slova, v nasem pripade 3.
Podle vzorca (68) a (69) tedy kod umoziuje stoprocentni detekci vsech jednoduchych a
dvojnasobnych chyb a korekci vsech jednoduchych chyb.

Pravdépodobnost spravného dekodovani kodového slova Pox se uréi jako pravdépodobnost
dozeného jevu, spocivajici ve spravném preneseni alespon dvou znaka (viz strategie
dekodovani hlasovanim):

P, =09°+3.09°.01=0,972.

Prvni ¢len znamena pravdépodobnost spravného prenosu vsech tii znakd, druhy clen je
pravdépodobnost spravného pieneseni dvou znakt a tudiz chybného preneseni zbyvajiciho
znaku (jsou 3 mozné kombinace).

P =1- P, =0,028.

Vidime, ze kodovanim se zvysila spolehlivost preneseni jednoho znaku z 90% na 97,2% a
odpovidajici chybovost pokleslaz 10% na 2,8%.
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Nyni budeme znak vysilat pétkrat za sebou. Tomu bude odpovidat blokovy kod s pétimistnymi
znackami, ktery je podle teorie blokovych kodi schopen detekovat vsechny ctyinasobné a
mensi chyby a opravovat vsechny jednoduché a dvojnasobné chyby:

bindrni znak | kédové slovo
0 00000
1 11111

K spravnému dekodovani nyni dojde za predpokladu, ze budou spravné pieneseny alespon tii
Z péti znakt. Tomu odpovida vypocet prislusné pravdépodobnosti:

P, =09°+5.09%01+ ggo,g"*.o,f £0,9914,

P =1- P, €0,0086.
Da se ocekavat, ze zvétsovanim poctu opakovani |ze snizit chybovost libovolné k nule.

b

Pouzitim opakovaciho kodu sice muzeme vyrazné zvysit spolehlivost prenosu, avsak za cenu
malého informacniho poméru kodu a z toho vyplyvajiciho znacného prodluzovani zpravy a ¢asu na
jeji preneseni.

Je proto na mist¢ otazka, zda existuji efektivnéjsi kody nez opakovaci. Mame-li naptiklad
k dispozici binarni kanal, ktery je schopen prenaset data jen dvakrat rychlgi, nez jak jsou
generovana zdrojem zpravy, musime se omezit na koédy sinformacnim pomérem 1:2 a vétsim.
Ptame se, zda je mozné zkonstruovat takovy kod s pevnym informacnim pomérem, napi. 0,5, ktery
by umoznil snizeni chybovosti napf. z 10% na 1%. Odpovéd nam da pozdéji modifikovana
Shannonova véta o kanalovém kodovani. V nasledujicim prikladu pouzijeme ke kédovani metodu
rozsirené abecedy zdroje, ktera se nam osvédcilajiz pii komprimovani zprav.

s Priklad 46: Kodovani zpravy jejim délenim na slova stejné délky.

Uvazujme binarni symetricky kanal o spolehlivosti P = 0,9. Hledame bezpetnostni kod
sinformac¢nim pomérem 0,5, ktery by zvysil spolehlivost prenosu.

Zvolime tuto strategii kodovani: binarni zpravu rozdélime na posloupnost slov délky 2. Kazdé
slovo délky 2 zakodujeme znackou délky 4 podle nasledujici kodovaci tabulky systematického
blokového kodu:

bindrni dvojznak | kodové slovo
00 0000
01 0111
10 1000
11 1111

Tento kod ma minimalni vzdalenost pouze 1 (je to vzdalenost prvni a tieti nebo druhé a ctvrté
znacky), takze nezarucuje ani detekci, natoz korekci vsech jednoduchych chyb. Presto vsak
jeho zabezpecovaci schopnosti nejsou zanedbatelné. Preneseme-li totiz prvni bit spravné a
bude-li v dalsich tiech bitech jen jedna chyba, je mozné tuto chybu opravit (v téchto trech
bitech je totiz zakédovana druha cifra opakovacim kodem délky 3). Pravdépodobnost
spravného dekodovani znacky na ptivodni dvoubitové slovo je tedy

P, =09(09° +3.0,1.0,9?)=0,8748, neboli Py, =01252.

Pravdépodobnost Pok, resp. chybovost Perr je viak tieba srovnat s pravdépodobnosti
spravného, resp. nespravného preneseni slova délky 2 bez kédovani, coz je

P?=0,9°=0,81, neboli 1- P =0,19.
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Nasazeni daného kodovani tedy snizi chybovost v pomeéru

_ 2
1P #152.

ERR
Poznamengime, ze k danému snizeni chybovosti dojde pii tomto zpasobu dekédovani:
predpokladame, ze prvni znak je prenesen spravné, o druhém znaku dekodér rozhodne na
zakladg veétsi cetnosti znakt namistech 2 az 4.

Nyni zkusime jiny kéd se steinym informacnim pomérem 0,5. Rozdélime zpravu na slova
délky 3 a kazdé budeme kodovat systematickym kodem z prikladu 43 podle uvedené tabulky:

bindrni trojznak | kodové slovo
000 000000
001 001110
010 010101
011 011011
100 100011
101 101101
110 110110
111 111000

V prikladu 43 jsme urcili minimalni vzdalenost koédu 3. Kod je tedy schopen opravit vsechny
jednoduché chyby. Pravdépodobnost spravného dekodovani binarnich trojznakt bude

P« =0,9°+6.0,9°.01=0,885735, P =0,114265.

K spravnému dekodovani totiz dojde bud pii spravném pieneseni vsech sesti znaku (s
pravdspodobnosti 0,9%), nebo pii spravném preneseni 5 znakii a chybé v1 znaku
(pravd&podobnost 0,9°.0,1 je tieba uvazovat sestkrat, protoze tolik je moznosti, jak umistit 1
chybu v sestimistné znacce).

Spolehlivost a chybovost pri preneseni nekodovaného slova délky 3 jsou

P®=0,9°=0,729, 1- P*=0,271.

Pouzitim tohoto kodu se snizila chybovost preneseni trojznaku

1- P?

# 2,37 krat.

ERR
K snizeni chybovosti dojde tentokrat pii dekodovani podle strategie minimalni Hammingovy
vzdalenosti.

b

Vydedky z piikladu 46 naznacuji, ze ¢im vice bitti sdruzujeme do slov, ktera jsou kodovana, tim
vice je mozné potlacit ptivodni chybovost pii pienosu zpravy. Podrobné o tom hovoii modifikovana
Shannonova véta o kanalovém kodovani:

V kazdém bindrnim symetrickém kandlu bez paméti o kapacité C > 0 | ze piendset data s libovolné
malou chybovosti, jestliZe pouzijeme vhodny kéd s informacnim pomérem

R<C.
Pozn.: Dana vétaplati i pro jiné kanaly nez binarni.

V prikladu 46 se jednalo o binarni kanal o spolehlivosti 90%, takze jeho kapacita je podle rovnice
(50)
C=1+09l0g,0,9+0,1l0g, 0,1% 0,531Sh/znak.

Podle Shannonovy véty je mozné spolehlivost libovolné zvysovat pomoci kodi sinformaénim
pomérem mensim nez 0,531. V prikladu byl pozadavek nainformacni pomér 0,5.
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Obecny pohled na bezpeénostni kédovani a dekodovani.

Z predchozich prikladi je ziggmé, ze ucinnost zabezpeceni dat pred chybami zavisi obecné na dvou
vzajemné souvisgjicich faktorech:

1. Nazpisobu kédovani.

2. Nazptusobu dekodovani.

Napriklad v prvni casti prikladu 46 jsme poznali, ze dany kod se z hlediska jeho minimalni
vzdalenosti dmin = 1 jevil jako bezcenny, protoze negarantuje ani detekci vsech jednoduchych chyb.
Pii dekodovani zpravy metodou minimalni Hammingovy vzdalenosti skutecné naprosto selze.
Pouzijeme-li vsak jinou strategii dekodovani, uvedenou v piikladu, dosahneme dobrého
zabezpecen.
O konkrétnich zptisobech dekodovani a kédovani zprav pro pouzivané typy koda se zminime
pozdgji. Negjprve analyzujme nékteré spolecné rysy dekodovacich aaz pak kodovacich procesi.

Dekodovaci proces
V dasledku chyb je vyslané kodové slovo prijato v pozménéné podobs. Ukolem dekodéru je
transformovat podle jednoznacného agoritmu piijaté slovo v slovo kodové tak, aby byla
maximalizovana pravdépodobnost, ze dekodované slovo bude odpovidat slovu vyslanému.

Obecng dekodovani je proces, redlizujici zobrazeni d mnoziny K" prijatych slov délky n do mnoziny
K kédovych slov:

d:K"® K. (70)

Kazdému prijatému slovu musi odpovidat koédové slovo, a to i v pripadé, ze dekodér
nedokaze chybu jednoznacné opravit. V takovém piipadé se musi dekodér rozhodnout pro
konkrétni feseni, které se jevi jako nejoptimalnéjsi.
s Priklad 47: Dekodovani opakovaciho kodu [4].

Znak primarni zpravy necht’ se vysila sestkrat. Dekodovani je pak snadné, prijmeme-li slovo,
kde je vétsina znakt stejnych. Napriklad
d (001001) = (000000) .
Pri stggném poctu prijatych nul a jednicek vsak vznika problém, ktery se da tesit nékolika
zpusoby: Muze se napriklad stanovit, ze pii rovnosti po¢tu nul a jednicek se vzdy dekoduje
jednicka. Nékdy se omezujeme na castecné (rychlé) dekédovani, coz znamena, ze takovéto
stavy se neosetiuji algoritmem a prifadi se jim ¢islo z generatoru nahodnych c¢isel. Nebo
sestavime specialni dekédovaci agoritmus, napriklad:

1000000 je-liv. =0 proalespon 4indexy i, nebo

d(vlv2v3v4v5v6)::' v, =0av, =0pro2indexyi >1,

1111111 jinek
Tento agoritmus zarucené opravi nejen vsechny jednoduché a dvojnasobné chyby, ale i
vsechny trojnasobné chyby, které nemeéni prvni znak.

b

Kodovaci proces
Budeme uvazovat pouze kodovani, které pouziva mnozinu K; informaénich slov a mnozinu
K kédovych slov. Pak kédovani informacnich slov je vzajemné jednoznaéné zobrazeni | mnoziny
Ki do mnoziny K:

j K ®K. (72)
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Zobrazeni j se musi definovat praktickym kodovacim predpisem, jak generovat kodova slova
k informacnim slovam. Znamy je piredpis ve forme kodovaci tabulky. Casto je vyhodny jiny piedpis
ve forme vzorce.

s Priklad 48: Opakovaci kod.

Znak v primarni zpravy necht’ se vysila pétkrat za sebou. Kodovani je pak dano predpisem

j (V) =vwww.

Zapis na pravé stran¢é je mozné chapat jako informacni znak doprovazeny ¢tyirmi kontrolnimi
znaky.

s Priklad 49: Paritni kod.

Binarni informacni slova délky 3 jsou doplnéna jednim kontrolnim bitem tak, aby celkovy
pocet jednicek v kodovém slovu byl sudy. Kodovaci tabulka vypada nasledovne:

informachi slovo | kédoveé slovo
(Vl Vo V3 V4)
000 0000
001 0011
010 0101
011 0110
100 1001
101 1010
110 1100
111 1111

Muzete se presvedCit o tom, ze minimalni vzdalenost kodu je 2. Kod tedy odhali vsechny
jednoduché chyby. Kromé toho vsak diky dekodovacimu algoritmu (hlida se, zda celkovy pocet
jednicek je sudy) odhali i vsechny trojnasobné chyby.
Kodovaci agoritmus se da elegantné zapsat jedinou rovnici

J vtV +v,+v, =0 (72)
za predpokladu, ze zavedeme algebraické operace ,,modulo 2
0+1=1+0=1,0+0=1+1=0.

s Priklad 50: ,,Koktavy* kod [4].
Binarni informacni slova délky 3 jsou kodovana na slova délky 6 tak, ze kazdy znak se jednou
zopakuje, napiiklad j (101) =110011.
Je-li zapis kodového slova (Vi Vo V3 Vg Vs Vg), pak kromé klasické kodovaci tabulky muzeme
kodovaci algoritmus popsat soustavou rovnic
v,+v, =0
v, +v, =0 (73)
vV, +Vv, =0,
opét za piredpokladu aritmetiky ,,modulo 2.
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Véta o hraniéni minimalni vzdalenosti systematického kodu.
Opakovaci, paritni i ,,koktavy“ kod z predchozich prikladi jsou kody blokové. Prvni dvajsou navic
systematické, posledni nikoliv.
Pro systematické kody plati nasledujici véta[4]:
Minimalni vzdalenost dmin systematického kodu muze byt nevyse o jednicku vétsi nez pocet
kontrolnich znaka:

d., £Er+l=n-k+1 (74)
Nerovnost je vyjadienim kompromisu, pred nimz stojime pii vybéru vhodného kodu: na jedné
stran¢ se snazime pii dané délce zna¢ky n o co nejmensi pocet kontrolnich znakii, aby se do znacky
,,vesl0* co ngjvice informacnich prvki, na strané druhé nam jde o co nejvétsi zabezpeceni dat, Cili o
velké dnin. Oba pozadavky jsou v rozporu. Proto je dalezité hledat vhodné kody, které prodiuzuji
zpravy relativné malo pii schopnosti opravy pozadovaného poétu chyb. Néekteré z takovych kodi
budou popsany v dalsim textu. Vétsinou patii do kategorie tzv. linearnich kodi.

Linearni binarni kody.

V prikladech 49 a 50 byl ukazan elegantni zptasob, jak zakonitosti, kterymi je vazana struktura
kodového slova, jedinou nebo nékolika rovnicemi. Co mély ukazky v danych piikladech spolecné?
1. Jednalo se 0 binarni kody.

2. Nad binarnimi kodovymi prvky jsou provadény operace ,,modulo 2 podle pravidel

0+1=1+0=1,0+0=1+1=0, (75)
11=1,10=0,01=0,0.0=0. (76)

3. Soustava rovnic se da ve vsech pripadech zapsat ve formeé maticové rovnice
H.v' =0, resp. vH' =0, (77)

kde H jejista matice, kterou nazyvame kontrolni matice kodu, av je tzv. vektor kodové znacky. O je
nulovy vektor aznakem ' je oznatena transpozice matice, resp. vektoru.

Konkrétné pro paritni kod z prikladu 49 se da rovnice (72) prepsat do maticového tvaru

11 1)(;\\21:0,resp. (v v, v, v)i==o0.

& 5 &y

Konkrétné pro ,,koktavy* kod z prikladu 50 je rovnice (73) v maticovém tvaru

219 @ 0 0o
& 100 0 0F°% 200 &G g oo
€ 01 10 0%€37=C0"rep.(v, v, v, v, Vi Vg ] o+=(0 0 0)
% 0001 1@\;41 %05 o 0 17
5 . +
5 00 1
Opakovaci kod z piikladu 48 |ze zapsat napriklad takto:
o) .. .
2100 082 9 & 00 o &
¢ Vae=¢amresp. (v v, v, v, V)60 1 0 07=%07
100 1 0%58*"%07 o2 B T e 5 1 o0F Sot
0 00 1E%I & - &L
gl %\,‘5‘5 05 S 0 0 1z %04

(samozigjmé Ze je vice moznosti, jak postupné zapsat, ze viechny znaky ve znatce jsou stejné).
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Z prikladi je dale zigimé, ze:
- pocet radka kontrolni matice je roven poctu kontrolnich prvka r=n-k,
- pocet oupct kontrolni matice je roven délce znacky n,

-k danému kodu muze existovat i nékolik ekvivalentnich kontrolnich matic, které vyhovuji
rovnicim (77): napiiklad mazeme libovolné zaménovat poradi fadka (tomu odpovida jen
poradi rovnic), u opakovaciho kodu existuje vice moznosti zapisu rovnic sekvivalentnim
informacnim obsahem apod.

Opakovaci, paritni a ,,koktavy* kod patii do kategorie tzv. linearnich koda. Podle rovnice (77) ma
kazda znacka, ktera patii do kodu, tu vlastnost, ze nasobime-li ji transponovanou kontrolni matici,
vyjde nulovy vektor (délky k). Timto zpusobem se da identifikovat, zda ptijata znacka patii do kodu
nebo ne. V pripadé nekédové znacky, napt. pii vyskytu chyby na ur¢itych mistech, vede dany
soucin na nenulovy vektor, tzv. syndrom zna¢ky (podrobnosti viz dale). Syndrom koédového slova
je tedy nulovy vektor.

Linearni kod je spojen spojmem linearni vektorovy prostor. Kazda znacka koédu délky n je
predstavovana vektorem o n souradnicich. Vsechny znacky, které patii do kodu, vyplnuji vektorovy
prostor kodu. Ostatni znacky délky n, které do kodu nepatii, tvori tzv. doplnék vektorového
prostoru. Vektory z tohoto dopliikového prostoru jsou generovany koédem, ktery je dopliikovym
k ptivodnimu kédu. Sjednoceni obou prostort je tvoireno vsemi existujicimi znackami délky n.

Zakladnim znakem linearniho vektorového prostoru je to, ze v ném neexistuje vektor, ktery by
nebylo mozné odvodit z ostatnich vektoru jegich linearnimi kombinacemi. Existuje minimalni
mnozina vektord daného prostoru, jejichz linearnimi kombinacemi lze vytvorit vsechny ostatni
vektory prostoru. Tato minimalni mnozina se nazyva baze vektorového prostoru a pocet vektora
v bazi je rad vektorového prostoru.

Teorii linearnich vektorovych prostorti 1ze aplikovat na linearni kody, coz jsou blokové kody
splnujici nize uvedené podminky. Déle se budeme zabyvat pouze kody binarnimi.

Filozofie linedrnich kddki.

1. Znacku délky n |ze chapat jako vektor o n souradnicich

V= [vlv2 Kvn] :

Soutadnice jsou binarni znaky 0 a 1.

2. Soucet dvou znacek délky n lze chapat jako soucet dvou vektort podle pravidla
V=V, +V, = [v11 Vi, Kvln] + [v21 V,, Kv2n] = [v11 +V,, Vi, TV, KV, +v2n] :

kde prvky vydedného vektoru vzniknou souétem odpovidgjicich prvkua dil¢ich vektora podie
pravidel (75).

3. Nasobeni znagky binarnim znakem al {0 1} se provede podle pravidel (76) prvek po prvku:
av= a.[vl Vv, Kvn] = [avl av, K avn] .

4. Linearni kombinaci vektora v, a v, se rozumi vektor

v=aVv,+a,v,,

kde a; a a; jsou libovolné binarni znaky z mnoziny {0 1}. Pak fikame, Ze vektory v, vi a v, jSou
linearné zavislé.

Véta: Kazdé kodové slovo linearniho kodu je tvoreno linearni kombinaci jinych kédovych slov.
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Dusledek: kodovym slovem kazdého linearniho kédu musi byt slovo obsahujici samé nuly
(vektorovy prostor musi obsahovat ,,pocatek®).

Jakou délku ma linearni blokovy kéd (n,k) ajeho doplitkovy kod?

Pripomeinme, ze délka kodu je pocet jeho kodovych slov a oznaceni (n,k) patii blokovému kédu o k
informacnich znacich, které tvori soucast n-mistné znacky (str. 41).

Odpoveéd’ dava vzorec (67) na str. 41: pocet kodovych slov je roven poctu vsech moznych
informacnich slov délky Kk, tj.

L =2%. (78)

Vsechna ostatni slova délky n, ktera nepatii do kodu, patii do doplikového kodu. Délka
doplnkového kodu musi byt

L=2"-L=2"-2% (79)
nebot’ celkovy pocet vsech znagek délky nje 2"
s Priklad 51: Paritni kod z prikladu 49.

informacni slovo| | paritni kéd| | doplrikovy kod
000 0000 0001
001 0011 0010
010 0101 0100
011 0110 0111
100 1001 1000
101 1010 1011
110 1100 1101
111 1111 1110

Uvedeny paritni kod ma parametry n = 4, k = 3. Tudi jeho délkaje L = 2° = 8. Dopliikovy kéd
ma stejnou délku: L =2*- 2° =8,
b

s Priklad 52: Opakovaci kod o délce znacky 3.

informacni slovo| | opakovaci kod | | doplzikovy kod
0 000 001
1 111 010
011
100
101
110

Opakovaci kod ma parametry n = 3, k = 1. Tudiz jeho délkaje L = 2' = 2. Doplitkovy kod ma
délku L =2°- 2 =6.

b
Poznamky k prikladim 51 a 52:

Kod doplikovy k linearnimu kodu je ¢asto v praxi nepouzitelny. Napiiklad doplikovy kod
k opakovacimu kodu se neda pouzit k prostému kodovani. Naproti tomu doplnkovy kod ke kodu
sudé parity je kod liché parity.

Doplnikovy kod k linearnimu kodu jiz nemuze byt linearni, protoze neobsahuje nulovou znacku.
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Véta V kazdém kodu je mozné najit nékolik mnozin znagek, které maji nasledujici vlastnosti:
- Vektory znacek z dané mnoziny jsou linearné nezavislé.
- Linearnimi kombinacemi vektori z dané mnoziny lze vytvorit vsechny znacky kodu.
-V kazdé mnozing je stejny pocet znacek.
- Zname-li jednu mnozinu, pak ostatni |ze ziskat na zakladé linearnich kombinaci vektora této
mnoziny.

Pak kazda z uvedenych mnozin vektori muze byt prohlasena za bazi vektorového prostoru kodu.
Znalost baze je uzite¢na v tom, ze s nemusime pamatovat vsechna slova patiici do kodu. Staci znat
bazi, ostatni kodova slova lze ziskat z baze linearnimi kombinacemi. Baze je tedy ,,zhustény* zapis
celého kodu.

Koalik vektora obsahuje baze linearniho blokového kodu (n.k) (jaky je fad vektorového prostoru)?

Pocet vektorii bdze je roven poétu informacnich biti k. Vysvétleni nasleduje.

Pocet viech informasnich slov délky k je 2. Potrebujeme viak jen k informagnich slov, z nichz Ize
linearnimi kombinacemi vytvorit vsechna ostatni informacni slova. Napiiklad bazi informacnich
slov délky 3 mohou tvorit tii vektory (1 0 0), (0 1 0) a (0 0 1). Protoze kod pritazuje ke kazdému
informacnimu slovu jedinou r-tici zabezpecujicich bita, tvoii bazi celého vektorového prostoru
kodu prave k vektori.

s Priklad 53: Baze vektorového prostoru paritnino kodu (4,3) z prikladu 49.

informacni lovo | | kod | | baze
000 0000
001 0011| {0011
010 0101| |0101
011 0110
100 1001 | | 1001
101 1010
110 1100
111 1111

Nejsnadngji bazi ziskame jako mnozinu kodovych slov, které odpovidaji vsem informacnim
slovam, obsahujicim praveé jednu jedni¢ku. Dalsi mozné baze slozime z vektora, které jsou
tvoreny linearnimi kombinacemi vektori dané baze, napr. (0011), (0101), (1010).

b

Podstata kodovani informagnich znaka linearnim binarnim kédem.

Uvazujme linearni kod (n,k) ajednu z jeho bazi, slozenou z k vektorta { g1, 0o, ..., Ok} . Pak libovolny
vektor v kodového slova lze generovat jako linearni kombinaci vektort baze, neboli

ag +a, +L+ag, =v, al {0L,i=12..k. (80)
Rovnici (80) Ize prepsat do maticového tvaru:
a9, 0
Gg -
(2, Lacie+=v. (81)
%, 5
Binarni vektor délky k na levé strané rovnice (81) Ize povazovat za vektor informaéniho slova a.
Matice sestavena z k vektora baze, jegjichz délka je n, ma tedy k fadka a n sloupcti. Nazyva se

generujici matice kodu G (k x n). Rovnice (81) pak predstavuje algoritmus kodovani: vstupem
algoritmu jsou informa¢ni slova a, vystupem kodova slovav:

aG=v. (82
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s Priklad 54: kod (4,2).
Generujici matice kédu necht’ je ve tvaru

4 01 1%
G‘§31115'

g, =(1011), g,=(0111).

Libovolné kodové slovo ziskame linearnimi kombinacemi podle (80):

Sklada se tedy z dvou vektori baze

ay | az | 01 + a0z | poznamka
0|0 |(©000) |=0
0(1((0111) |=0
1/0((101)) |=m
1/1((1100) |=o1+t@

Tyto operace |ze jednodusgji vyjadtit pomoci rovnice (82):

0 1 1lo_
(aiaz).g 01 1% .. ).
\g \
k=2 informachich bitsi matice kxn, tj. 2x4 nacka délky n= 4

b

Zabezpedovaci schopnost linearniho kodu.

Na str. 41 jsme definovali pojmy Hammingova vaha znacky blokového koédu a Hammingova
vzdalenost dvou znatek a minimalni vzdalenost kodu. Na zakladé minimalni vzdalenosti pak Ize
usuzovat na schopnost kodu detekovat nebo opravovat t-nasobné chyby (vzorce 68 a 69).

Protoze linearni kod je zaroven blokovym kédem, plati tyto principy i pro ngj. Linearita kodu vsak
navic umoznuje snadny vypocet minimalni vzdalenosti kodu.

Véta: Minimalni vzdalenost linearniho kodu je rovna minimalni Hammingové vaze vsech koédovych
znacek svyjimkou nulové znacky.

Jde o dudedek linearity kodu. Jestlize totiz dvé kodova slova vy a v, maji Hammingovu vzdalenost
d(va, Vo), pak kodové slovo vi+v, ma Hammingovu vahu w(vi+vp)= d(vi, Vo). Proto minimalni ze
vsech vzdalenosti kédovych slov mezi sebou je stejna jako minimalni vaha nenulového slova.

s Priklad 55: kéd (4,2) z prikladu 54.
Kodové sovo o minimalni vazeje (1 1 0 0). Proto
d,, =W, =2.
Kod je schopen pouze stoprocentné detekovat jednoduché chyby.
b

V &ty 0 manipulacich s prvky generujici matice, které neméni zabezpetovaci schopnost kodu.

Uvazujme linearni kod o generujici matici G. Pripomenme, ze kazdy fadek této matice je vektorem
baze daného vektorového prostoru kodu. Zabezpetovaci schopnost kodu se evidentné nezmeni,
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zaménime-li pouze poradi zapisu jednotlivych vektora baze do matice. Dale vime, ze linearnimi
kombinacemi vektori baze mtizeme prechazet na jiné baze téhoz kodu. Tedy:

Vzijemné pirehazovani Fadki: generujici matice nebo nahrada i@adku soucty s dalsimi iadky
nemaji vliv na zabezpec¢ovaci schopnost kédu.

Dale je ztgimé, ze jestlize prehodime v generujici matici libovolné dva sloupce, ztistane zachovana
Hammingova vaha vsech vektoru v fadcich, a tedy i Hammingova vaha vsech kodovych slov, které

mohou vzniknout linearnimi kombinacemi bazovych vektort. Disledkem je to, Ze touto operaci se
nezméni minimalni vzdalenost kodu. Tedy:

Vzdijemné pi‘ehazovdani loupci: generujici matice nemd vliv na zabezpecovaci schopnost kédu.

Vyse uvedenymi operacemi vznikaji generujici matice raznych koda, které jsou vsak ekvivalentni
vzhledem k svym zabezpecovacim schopnostem.

Systematicky linearni kod.

Na str. 40 byl vysvétlen pojem ,,systematicky blokovy kod“: kodovani informacniho slova je
provedeno tak, ze se k nému pouze pripoji zabezpecujici cast.

Je otazka, jak potom musi vypadat generujici matice systematického linearniho kodu.

s Priklad 56: ,,nesystematicky* a systematicky kod.
Generujici matice kodu (6,3) je

VSR
OO
oo
oo

Jedna se o systematicky kod?
Informacni slova musi mit délku 3. Naptiklad slovo

(101)
je zakodovano takto:
@ 100 0 0§
(1010 0 1 1 0 07=(110011), obecns
0 0 0 0 1 1y
d 1000 0p
(2,2,8,)50 0 1 1 0 OT=(a,a4a,8,38).
0 0 0 0 1 1y

Vidime, ze se jedna o ,,koktavy* kod z prikladu 50, ktery neni systematicky.
Generujici matice jiného kodu (6,3) je

d 000 1 05
0 1000 17
0 0 1 1 0 0y

Slovo (1 0 1) je nyni zakoédovano takto:

d 00 0 1 09

10DS0 1 0 0 0 17=(101110), obecnd
% 0 0y

9

=@ a8 a8).

(7]

(a, a, 3;)%0
%0

&
oro k
oo
roo ©
ocoRr
OoOrR O
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Tento kod je systematicky.

Z prikladu 56 je ztgjma platnost nasledujiciho tvrzeni.
Systematicky linearni kod ma generujici matici ve tvaru

Gyn = (I k.k | Pen- k)’ (83)
kde Ik jejednotkova matice o k tadcich a sloupcich a Py« je matice o k fadcich a n-k sloupcich.
Lze dokazat, ze generujici matici libovolného linearniho kodu lze vyse uvedenymi operacemi
stadky a doupci, které nemaji vliv na zabezpecovaci schopnosti kodu, transformovat na matici
ekvivalentniho systematického kodu [12].

s Priklad 57: Hledani ekvivalentniho systematického kodu.
V piikladu 56 je uvedena generujici matice nesystematického kodu:

d 1 00 0 09
%0 0110 0.
0 000 1 1

Postupné zménime poradi jednotlivych sloupct takto: 1 3 5 6 2 4. Ziskame matici ekvivaentniho
systematického kodu, ktera bylarovnéz uvedenav prikladu 56:

d 00 0 1 09
%0 1000 1.
0 0 1 1 0 0y

b

Souvidosti mezi generujici a kontrolni matici linearniho kodu.
Na str. 49 je definovana kontrolni matice linearniho kédu K. Kod ma soucasné i generujici matici
G. Vznika tedy otazka, jak |ze z kontrolni matice ziskat matici generujici a naopak.
Dané matice jsou definovany rovnicemi (77) a(82):
vH' =0,

aG=v,

které plati pro libovolnou zna¢ku kodu v a pro libovolné informacni slovo a.
Nasobime-li druhou rovnici zprava transponovanou kontrolni matici, dostaneme
aG.H'=0.
Ma-li rovnice platit pro vsechnainformatni slova a, pak musi platit
GH'=0. (84)
Generujici matice G sestava z k vektora baze prostoru linearniho kodu:
a0 a8, I L 01, O
S8, 189, Up L o9
G= c 2__9 21 NTZ " ﬁn_ (85)
gk ﬂ gkl 0. L Ong
Obdobn¢ s mtizeme predstavit kontrolni matici H, ktera ma rozmér r x n = (n-k) x n, sestavenou z
r vektora typu h:

0 ﬁlll hl2 L hlno

g :
H = ghz —thl h, L h2n+. (86)

T
gh ghrl hr2 L hrn B
Definujeme-li skalarni soucin dvou vektora g ah délky n predpisem
g'h:(gl g, L gn)(hl h, L hn):glhl-'-gzh2+"'+gnhn’
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kde dil¢i souciny jsou realizovany podle pravidel ,,modulo 2, viz rovnice (76), rovnici (84)
muzeme pomoci skalarnich soucini pirepsat takto:

ag,h, gh, L gho

G.Ht:ggz-hl g,-h, L gZ'hf+:O. (87)

I [ I [
ggk-hl gh, L gh g
Obdobn¢ jako generujici matice G je matice linearniho kodu (n,k), mizeme kontrolni matici
K chapat jako generujici matici jiného linearniho kodu (r,n) = (n-k,n). Tento novy kod je
charakterizovan r bazovymi vektory, jeichz skalarni souciny se vsemi bazovymi vektory
ptivodniho kodu jsou nulové. Rikame, ze dany kod je dualni k pavodnimu kodu.
Poznamka: dualni kod je néco jiného nez doplnkovy kod.
Pak analogicky k rovnici (82) plati
a;.H=v,, (88)
kde ag avq jsou informacni slovo délky r akodové slovo délky n dualniho kodu.

s Priklad 58: Dualni kod k paritnimu kodu (4,3) z prikladu 49.

V piikladu 53 je odvozena baze prostoru kodu, z niz sestavime generujici matici:
a® 0 1 1p
G=6¢0 1 0 1%
&1 0 0 1
Kontrolni matice kédu bude mit 1 fadek a 4 sloupce (ma byt rozméru r x n). Je tedy tvorena
jedinym vektorem baze dualniho kodu
H=h=(hh, hh,).
Skalarni souciny tohoto vektoru se vsemi bazovymi vektory v generujici matici musi byt
nulové. Z toho vyplyvaji 3 rovnice:
hs+hs =0,
ho+hy =0,
hi+hs=0
stesenim
h1: h2: h3:h4 .
Protoze vektorem baze nemtze byt nulovy vektor, jediné feseni je
H=(1111).
Chapeme-li H jako generujici matici dualniho kodu, pak je mozno timto kodem kodovat jen
jeden informacni prvek podle rovnice (88), ktera v tomto piipadé vede na vysledek
11 11 1)=(1 11 1),
01 1112=0 0 0 0).
Dospeli jsme k zavéru, ze dualni kod k paritnimu kodu (4,3) je opakovaci kod s délkou znacky
4.

s Priklad 59: Dualni kod ke ,,koktavému' kodu (4,3) z prikladu 50.

Na str. 49 byla odvozena kontrolni matice tohoto kodu:

ad 1 00 0 09
H=¢0 0 1 1 0 07,
0 0 0 01 1y

ato na zakladé struktury kodového slova, kde se kazdy informacni znak objevuje dvakrat po
sobg.
Kodovaci piedpis tedy zapiseme pomoci generujici matice takto:

(& a a)c=(a, a a a a a).
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Je ztggmé, ze rovnici vyhovuje matice G, ktera je identicka s kontrolni matici, tedy
G=H.

Dospéli jsme k prekvapivému zavéru, ze uvedeny kod ma generujici matici, ktera je totozna
s kontrolni matici, a ze tudiz tento kod je zaroven sam sob¢ dualnim kodem.

b

Poznamky a shrnuti:
- kontrolni matice kodu je generujici matici jeho dualniho kodu a naopak,
- skalarni soucin kazdé znacky kodu s kazdou znackou jeho dualniho kodu je nulovy,
- nékteré linearni kody jsou samodualni, tj. maji shodnou generujici a kontrolni matici, takze
kod je zaroven i dualnim kodem,
- kod adualni kod tedy mohou mit spolecné znacky (vzdy maji spole¢nou nulovou znacku) na
rozdil od kodu a dopliikového kodu.

V ztah mezi generujici a kontrolni matici systematického kodu.
Uvazujme systematicky kod (n,k) o generujici matici, ktera ma tvar (83):

Gyn = (I K.k | Pk,r)'
Pak kontrolni matice tohoto kodu je ve tvaru
Hr,n :(Prt,k | Ir,r)’ (89)

kdel,, jejednotkova matice o r radcich ar sloupcich.
Dukaz je mozno nalézt napi. v [4].

s Priklad 60: Kontrolni matice systematického kodu (6,3) z piikladu 57.

V prikladu 57 je uvedena generujici matice
ad 0 0 0 1 05
G=6¢60 1 0 0 O 17
0 0 11 0 0y

systematického kodu. V souladu svzorcem (83) s tuto matici predstavime v nasledujici

strukture:
ad 0 00 1 00
éﬁ 100 0 1-.
|3,3 P3,3
Pak kontrolni matice bude podle (89)
a® 0 111 0 09
H=¢1 0 00 1 O7.

%84%4%%4%@

33 I 33

b

Dekddovdni linedrnich kédii.

V kapitole ,,Obecny pohled na bezpecnostni koédovani a dekoédovani bylo v piikladu 47 ukazano,
ze diky ,,chytrému™ dekodovacimu algoritmu muze dekodér kromé téch chyb, které z principu
detekuje ¢i koriguje na zakladé hledani ngjblizsich kodovych slov (viz vzorce 68 a 69), detekovat
nebo i korigovat i nekteré dalsi chyby. V tomto smyslu ,,nechytigjsim™ zpasobem dekodovani
linearnich kodu je tzv. standardni dekodovani. Na opatném konci dekodovacich technik stoji
klasické dekodovani popsané nastr. 42.

K dekodovani linearnich kodut se tedy pouzivaji tyto pristupy:
57
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1. Standardni dekodovani
2. Standardni dekédovani urychlené s vyuzitim syndromu.
3. Dekodovani na principu minimalni Hammingovy vzdalenosti pomoci syndromt.

Standardni dekodovani je negjacinngjsi zpiasob dekodovani, kdy dekodér opravi maximalni mnozstvi
chyb. Je ale relativné pomalé, protoze dekodér hleda v tabulkach , které jsou pro diouhé kody
znatné rozsahlé.

Toto hledani lze urychlit, zname-li syndrom ptijatého slova, coz je soucin tohoto slova a
transponované kontrolni matice kodu.

Tieti metoda je schopna spolehlivé opravit pouze tolik chyb, kolik popisuje vzorec (69). Opravuje
se podle principu minimalni Hammingovy vzdalenosti piijaté znacky od znacek kodu. Dekodovani
jevsak velmi rychlé.

U nekterych koda metody 2 a 3 splyvaji.

Standar dni dek6dovani

Uvazujme linearni kod k o délce koédovych znacek |. Dale uvazujme slovo w téze délky |, které
muze, ale nemusi patfit do kodu.

Trida sova w_podle kédu k je mnozina dov, ktera vznikne se¢tenim slova w postupné se vsemi
koédovymi slovy kodu k.

s Priklad 61: Ttidy slov podle binarniho paritniho kodu (4,3) z prikladu 49.

Kod z prikladu 49 obsahuje tato kodova slova:

k = {0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111}.

Slovo w; = (1000) do kédu nepatii.

Ttida slova (1000) podle kodu k bude podle definice

(1000) + k ={1000, 1011, 1101, 1110, 0001, 0010, 0100, 0111}.

Slovo w, = (0100) do kédu rovnéz nepatii.

Ttida slova (0100) podle kodu k bude

(0100) + k ={0100, 0111, 0001, 0010, 1101, 1110, 1000, 1011} .

Dostali jsme stejnou tiidu jako u slova (1000), i kdyz v jiném poradi zapisu.

Slovo w3 = (1001) do kodu pati.

Trida slova (1001) podlie kodu k bude

(1001) + k ={1001, 1010, 1100, 1111, 0000, 0011, 0101, 0110} .

Dostali jsme opét lova kodu, i kdyz v jiném poradi zapisu.
b
Zobecnéni z prikladu 61: tiida kédového slova podle kodu je pavodni kod. Vysvétleni: secteme-li
kodové slovo stimtéz kodovym slovem, dostaneme nulové slovo. Secteme-li kodové slovo s jinym
kodovym dlovem, dostaneme jiné kodové slovo. Touto operaci tedy nikdy nevybocime
z vektorového prostoru kodu.
Naopak trida nekodového slova podle kodu nemize byt pavodnim koédem: seétenim kédového a
nekodového slova vznikne slovo z doplnkového kédového prostoru.
Mohou existovat shodné tiidy raznych nekoédovych dlov. V piikladu 61 se o tom muzeme
presvédeit porovnanim tiid slov wy aws.
Nemohou existovat dvé rizné tiidy, které by obsahovaly néktera shodna slova. Dukaz je uveden
napt. v [4].

Jaky je celkovy pocet riznych trid podle daného kodu (n,k)?
2mk =21, (90)
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Pocet slov v kazdé tds je totiz stejny jako je poset kodovych slov, coz je 2. Poset viech mozngch
slov délky nje 2". Pocet Slov v tide krat poget tiid musi byt 2", z ¢ehoz vyplyva (90).

s Priklad 62: Pocet raznych tiid slov podle binarniho paritniho koédu (4,3) z prikladu 61.

n=4,k=3Pp pocet riznychtiid=2"* 9 =2,
Jedna z t¥id je vzdy samotny kod:
k = {0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111}.
Druha t¥ida je vypocétena v piikladu 61:
(1000) + k ={1000, 1011, 1101, 1110, 0001, 0010, 0100, 0111}.
Tato tiida je spolesna pro vsechna nekodova slova, kterych je 2" — 2 = 8. Jedna se vlastné o
kod liché parity.
b

Reprezentant tiidy je slovo o nggmensi Hammingové vaze ze viech dov tiidy. Pokud je takovych
slov vice, volime jako reprezentanta jedno z nich.

Dusledek: reprezentantem kodu je nulové slovo.

s Priklad 63: Paritni kod (4,3) z prikladu 61.

Podle ptikladu 62 ma tento kod dvé tridy:

{0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111},

{1000, 1011, 1101, 1110, 0001, 0010, 0100, 0111} .

Reprezentantem prvni tiidy je nulové slovo (0000). Reprezentantem druhé téidy mtze byt jedno
ze slov (1000), (0001), (0010) nebo (0100).

b

Algoritmus standardniho dekodovani.

Prijaté slovo necht’ je w. Vyhledame tiidu, v niz se slovo nachazi. Pak od prijatého slova odecteme
chybu, za kterou se povazuje reprezentant téidy. Ziskame tim kodové slovo jako vysledek
standardniho dekodovani.

Pozn.: odecitani je zde zamenitelné za pricitani.

Algoritmus |ze jednoduse vyjadiit vzorcem

d(w)=wm [reprezentant tiidy w + k ] : (91)

kde d je v souladu s (70) operator dekodovani.

Postup dekédovani |ze graficky znazornit pomoci tzv. Slepianova standardniho rozmisténi. Jde o 2
fadku, v kazdém radku jsou uvedena slova jedné z tiid kodu. Poradi jednotlivych fadka je libovolné
az nato, ze na prvnim fadku musi byt uvedena ttida kodového slova, tj. kod. Poradi slov v kazdém
fadku je takové, ze prvni zleva musi byt reprezentant tiidy. Nasleduji slovav poradi, které odpovida
koédovym slovim v prvnim tadku, k nimz se pricetl reprezentant tridy. Tim se vytvoii schéma
obsahujici 2" fadkii a 2 sloupci podle obrazku.

reprezentanti tridy

kid —> (00.0) (o) (o) vor (oo
R N (.ﬁ.) ..... (o) k

ot dova (...M. ) ( M ) (...M. ) = (...M....) 2™ = o tid
(o) (o) (o) o (o)

2*dov ve tridé
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Prijaté slovo w nejprve lokalizujeme v tabulce a poté jg dekodujeme tak, ze mu pritadime kodové
slovo, které lezi nahoie v prvnim fadku a v témze sloupci jako je prijaté slovo. Tento postup je
v souladu srovnici (91), protoze vsechna slova dané tridy jsou vzdalena od prislusnych koédovych
slov v téchze sloupcich pravé o reprezentanta tiidy, jemuz prislusi nulové kédové slovo.

Protoze reprezentant tiidy ma ze vsech slov tfidy neimensi Hammingovu vahu, znamena tento
algoritmus dekodovani piijatého slova na ngblizsi kodové slovo.

Pokud je mozno za reprezentanta tiidy vybrat slovo z vice moznosti, mizeme touto volbou ovlivnit
charakter dekodovaciho procesu. Ukazeme to na prikladu.

s Priklad 64: Paritni kod (4,3) z prikladu 61.

Tento kod ma minimalni vzdalenost dmin, = 2, takze podle strategie minimalni vzdalenosti
piijatého slova od kodovych znatek (viz vzorce 68 a 69) je schopen pouze jednoznacné
detekce, nikoliv korekce chyby. Ukazeme, ze standardni dekodovani dokaze nekteré (ne
vsechny) chyby i korigovat.

Trida nekoédovych slov obsahuje celkem 4 slova o minimalni Hammingové vaze 1. Zvolime-li
zareprezentanta napiiklad slovo (1000), vyjde Slepianovo rozmisténi nasledovné:

(0000) (0011) (0101) (0110) (1001) (1010) (1100) (1111)
(1000) (1011) (1101) (1110) (0001) (0010) (0100) (0111)

Prijmeme-li naptiklad slovo (1101), dekodujeme jg jako (0101). Dekodovani tedy bude
spravné, jestlize doslo k chybé na 1. misté. Z tabulky vyplyva, ze dekodér spolehlivé odstrani
jednoduchou chybu vzdy, pokud se objevi na prvnim misté. Ostatni jednoduché chyby opravi
nespravne.

Pokud za reprezentanta zvolime jiné slovo, napt. (0010), vyjde jiné Slepianovo rozmisténi:

(0000) (0011) (0101) (0110) (1001) (1010) (1100) (1111)
(0010) (0001) (0111) (0100) (1011) (1000) (1110) (1101)

Tentokrat je prijaté slovo dekodovano jako (1111). Dekodér spolehlivé odstrani jednoduchou
chybu pouze objevi-li se na 3. miste.

b

Poznatky z prikladu 64 |1ze zobecnit:

Standardni dekédovani spolehlivé opravuje pravé ta chybovid slova, kterd jsme zvolili za
reprezentanty titid.

Chybovym slovem se ptitom rozumi rozdil mezi vyslanym kodovym slovem a prijatym slovem.

V [4] je dokazano toto tvrzeni:
Kazdé standardni dekédovani d je optimdlni vtom smyslu, Ze Zadné jiné dekédovani neopravuje
vétsi mnozinu chybovych slov nez d.

Pro kody sdlouhymi znackami je standardni dekodovani technicky tézko realizovatelné. Napiiklad
pro kody o n = 64, které se ¢asto pouzivaji, vychazi 2" = 2% »10" 64-mistnych slov ze viech
existujicich tiid, ktera by se musela prohledavat.

Hledani reprezentanta tridy, v niz lezi prijaté slovo, lze urychlit, zname-li tzv. syndrom (ptiznak)
piijatého slova. Z rovnice (77) vyplyva, ze soucin kédového slova a transponované kontrolni matice
kodu je nulovy vektor délky r. V pripadé, ze slovo w nepatii do kodu, tento vektor jiz bude
nenulovy. Nazyva se syndrom s slovaw:

s=wH"'. (92)
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Lze dokazat, ze vsechna slova patfici do stejné tridy maji stejny syndrom. Uvazujme dvé slovaw; a
w, téze tiidy. Tato slova vznikla priétenim reprezentanta wg tiidy ke kodovym slovim vy av,, ktera
lezi ve stgjnych sloupcich Slepianova rozlozeni jako slovaw; aws:
W, =V, +Wg, W, =V, +W,. (93)

Vypocitame-li syndromy s; as,; lov w; aw; podle (92), pak svyuzitim (77) vyjde

s, = (v, +wg)H =v,H' +w_ H' =w_H",

S, =(V,+Wg)H =v,H' +w H' =w_H".
Znamena to, ze syndromy vsech slov tiidy jsou stgjné a jsou rovny syndromu reprezentanta tiidy.
Sta¢i tedy z kontrolni matice kodu vypocitat syndrom prijatého slova a nalézt reprezentanta o
daném syndromu. Dekodovani se pak provede prictenim reprezentanta k prijatému slovu podle (91).

Dany postup je mozny diky faktu, ze reprezentanti raznych tiid maji raizné syndromy. Dutkaz je
mozné nalézt napr. v [4].

Standar dni dekédovani urychlené svyuzitim syndromi.

Ke kazdé tridé kodu stanovime jejiho reprezentanta a k reprezentantovi vypocteme jeho syndrom.
Tim s pripravime data pro dekodovani podle tabulky:

tidac¢ido (1 (2 (3 |...|m

reprezentant | ey | e;|€3|... | ey
syndrom S1|S|Ss|...|Sm

Dekodovani prijatého vektoru w pak probiha v nasledujicich krocich:

a) Prijmeme vektor w.
b) Zjistime jeho syndrom si pres kontrolni matici.
c¢) V tabulce vyhledame reprezentanta e se syndromem s.
d) Dekodujeme predpisem
d(w)=wme .

s Priklad 65: Paritni kod (4,3) z prikladu 64.

Kontrolni matice tohoto kodu je (111 1).
Uvazujme prijaté slovo w = (0111). Pak standardni dekoédovani podle Slepianova rozmisténi
z piikladu 64 vyjde takto:

(0000) (0011) (0101) (0110) (1001) (1010) (1100) (1111)
(1000) (1011) (1101) (1110) (0001) (0010) (0100) (0111)

d(0111) = (1111).
Dekodovani pomoci syndromi:

tiida cido 1 2
reprezentant | (0000) | (1000)
syndrom 0 1
a) w=(0111)
61
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A0
b =wH' =(0111)7 .=1.
) S=W. ( )(}l—

&
c) e=(1000)
d) d(w)=w- e=(0111)- (1000) = (1111).
b

Priklad kodu srychlym dekodovanim: Hammingiv (7,4) kod.

Sloupce kontrolni matice tohoto kodu jsou tvoreny binarnimi rozvoji ¢isel 0, 1, 2, ..., 7:
® 00 1 1 1 140
H=¢0 1 1 0 0 1 Lan-k=r=3b k=4 (4datové a3 zabezpeovaci bity). (94)

§a%dad a0
n=7
Najdeme reprezentanty trid kodu:
€ = (0000000) ma syndrom (000), je tedy reprezentantem kodu.
e; = (1000000) ma syndrom (001), nelezi tedy ve tiidé ey +K, je tedy reprezentantem jiné tiidy.
e = (0100000) ma syndrom (010), je odlisny od piedchozich syndromt, volime jg za
reprezentanta dalsi tridy.

Dv¢ slova g sjednickou nai-tém misté pro rizna i maji navzajem rtizné syndromy. Syndromem je
i-ty sloupec matice H, tj. binarni rozvoj ¢islai. Téchto raznych slov g je celkem 8. Protoze kod ma
2"=8 tiid, nasli jsme viechny reprezentanty:

tiidaciso |1 2 3 4 5 6 7 8

reprezentant|e; &1 & &3 |es  |es & &
syndrom | (000) | (001) | (010) | (011) | (100) [ (102) | (110) | (111)

Dekodovani Hammingova kodu:
a) Pfijmeme slovo w.
b) K prijatému slovu vypocteme syndrom, ktery bude binarnim rozvojem nékterého z ¢isel

i=0,1,2,..,7.
c), d) Dekodujeme podle predpisu
dw)=w- e,

tj. opravime i-ty znak v ptijatém slove.
Dekodovani bude spravné, nastalali maximalné jednoducha chyba (viz poznamka na str. 60:
,Standardni dekodovani spolehlivé opravuje pravé ta chybova slova, ktera jsme zvolili za
reprezentanty trid.”). Jinymi slovy, tento kéd spolehlivé opravuje vsechny jednoduché chyby.
Rychlé dekodovani pomoci syndromi je ekvivalentni k dekodovani podle kritéria minimalni
Hammingovy vzdalenosti. Minimalni vzdalenost kodu dpin je 3.

s Priklad 66: Hamminguv (7,4) kod.
Prijaté slovo je

w = (1010111).

Jeho syndrom je
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@ 0 0§
o 1 o:
¢1 1 o7

WH! :(1010111)80 0 1+=(110), coz odpovida cislu 6.
¢l 0 17
¢co 1 lf
Qo1 1,

Opravime tedy 6. znak zleva:
d (1010111) = (1010101) .

b

Struktura kédového slova Hammingova (7,4) kodu, jeho kodér a dekodér.

Predpokladejme tuto strukturu kodového slova:
(C1C2 85 C4 85 B &),

kde symboly c/a jsou oznaceny kontrolni/datové bity (uvazujme, ze kod je nesystematicky).
Syndrom kazdého kodového slova musi byt nulovy:

a 0 09
€ 1 0:
glloj
(¢ c a ¢ & a a0 0 1:=(0 0 0).
1 0 17
g 0
c0 1 1+
Qo1 1,

Z maticové rovnice vyplyvaji tii rovnice skalarni pro 3 slozky syndromu s=(s; s S3). Jsou to
rovnice dekodér u, ktery potiebuje pocitat slozky syndromu z prijatého slova.

s=¢tata;+a, =0,
S=Cta;ta;+a;, =0, (99)
S;=C,tagta;+a, =0.
Nuly na pravych stranach jsou pouze pii piijmu kodovych slov. V pripadé chyby jsou slozky
syndromu obecné nenulové aslouzi k opravé chyby podle vyse uvedeného mechanismu.
Svyuzitim pravidla ,,+1 = -1 mizeme psat vzorce pro vypocet kontrolnich bitd z datovych bita
(vzorce kodéru):

C =8+ +a,
C,=a;+as+a,, (96)
C, =85+ +a,.

Na obrazku jsou principialni schémata kodéru a dekodéru Hammingova kodu, ktera vyplyvaji
z vzorca (95) a(96).
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c]
c,
El_. . o]
C4 ’ . I
— = kodér Hammingova kédu
—=>A—T® a; (7’ 4)
i L{ L{ i
@ +

—/

C=ata;+a;, C=a+ta+ta C =at+tat+a,

c,
c,
e —1 @~
~cF
+E__. ! ® E dekodér Hammingova kédu
P PY @ a, (7,4
B : 8
—Q+ -Q+ ¥

korekeni logika
4 =G tata +q

=G ta;ta; +a,
S=Gtata; +a

Hammingovych kodi muze byt cela fada. Abychom mohli definovat, co je Hammingiv kod,
musime nejprve objasnit pojem ,,perfektni kod*.

Definice perfektniho kédu.
Linearni kod je perfektni pro t-nasobné opravy, jestlize souc¢asné:
- jeschopen opravit kazdou t-nasobnou chybu v ptijatém slove,
- ma ngmensi moznou redundanci (nejvétsi mozny informacni pomér) ze vsech kodi,
schopnych t-nasobné opravy (pii stejnych délkach kodu).

Definice Hammingova kédu kédu.

Hammingutv kod je linearni binarni kod perfektni pro jednoduché opravy.
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Pro Hammingovy kody plati nasledujici véta:

Binarni kod se nazyva Hammingiv, jestlize ma kontrolni matici, jgiz loupce jsou vsechna
nenulova dova dané délky n-k=r a zadné z nich se neopakuje. Tento kod pak opravuje vsechny
jednoduché chyby.

Prikladem je kod (7,4) nastr. 62.

V &ta poskytuje konkrétni navod, jak sestrojit kod, ktery opravuje jednoduché chyby a ma pii daném
poc¢tu r=n-k kontrolnich biti co negjmensi redundanci (co nejvice informa¢nich znak):

Zakontrolni matici volime takovou matici, jgiz sloupce jsou vsechna nenulova slova délky r.

Pocet sloupci kontrolni matice je n. Souc¢asné to ma byt pocet nenulovych slov délky r, tedy

n=2"-1=2"%-1, (97)
Vzorec (97) udava vztah mezi poctem datovych a kontrolnich bitat Hammingova kodu, ktery
nemuze byt libovolny. Mozna feseni pro cela ¢idar, k, njsou v tabulce:

n |k |R=k/n
3 (1 /0,333
7 |4 0571
15/11 0,733
31(26 0,839
63|57 | 0,905
6 |66|6

OO O IWIN|T

s Priklad 67: Hamminguv (15,11) kod.
Naleznéte kontrolni matici Hammingova kodu, ktery by zabezpecoval 11-tibitova data.

k=11Pb n=15b kod (15,11).

2 0000001111111 1
800011110000111154'-
H= yn-k=r=4
9110011001100 117
0 0 0 0 0 0 1
44&44&4434&4&44&442(44%
n=15
b

Dalsi viastnosti perfektnich kaédii.
Plati nasledujici véta:

Linearni kod je perfektni pro t-nasobné opravy, jestlize reprezentanti jeho téid tvoii mnozinu
vsech slov vahy £ t.

s Priklad 68: Hamminguv kod.

Hammingtv kod ma reprezentanty o vahach 0 a 1, je tudiz perfektni pro jednoduché opravy (t = 1).
b
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s Priklad 69: Opakovaci kod.

Opakovaci kod délky n = 2t+1 je perfektni pro t-nasobné opravy. Ovéiteprot=1a2.

Uvédomme si, ze: Opakovaci kod opravujici jednoduchou chybu je kéd o n=3 a k=1 a jeho
informacni pomer je R = k/n = 0,333. Dalsim perfektnim kodem je Hammingiv kbdon=3 ak=1
0 stgjném informacnim pomeru.

b

VétaTietiviinenovaaVan Lintova:

Jediné netrivialni perfektni kody jsou tyto:
a) Hammingovy kody pro jednoduché chyby,
b) Golayiv kod pro trojnasobné chyby akody s nim ekvivalentni,
c) Opakovaci kod délky n = 2t+1 pro t-nasobné chyby, kdet=1, 2, 3,.. .

Golayav kéd

[Golguv].

Je to systematicky kod. Nejznaméjsi jsou dveé varianty:

G n=23,k=12,r =11.

Go4: jeto kod Gyz doplnény mechanismem celkové kontroly parity.

Generujici matice: Rozmery matic:
B & 1(12,12) .. jednotkova matice
G =§H: 1(11,1) .. sloupcovy vektor obsahujici samé jednicky
B B(11,11) .. matice, jgi fadky jsou tvoreny cyklickymi posuvy prvniho
e =& B 10 fadku (110111000010).
»~81 1105  Gx(12.23)
G24(12,24)

Minimalni vzdalenost kodu drin = 8, opravuje tedy vsechny trojnasobné chyby.
Dekodovani je komplikované.
Cyklické kédy

Jsou to zvlastni linearni kody, vhodné pro detekci a opravu chyb, vyskytujicich se ve shlucich.
Pouzivaji se napiiklad k zabezpeteni dat na disketach.

Definice cyklického kodu

Linearni kod je cyklicky, jestlize soucasné s kazdym kodovym slovem
(Vn-1 V-2 ... V1 Vo)
obsahuje i kodové slovo vzniklé cyklickym posuvem:

(Vo Vn-1Vh2 ... V]_)

= Priklad 70:

Cyklicky kod obsahuje toto kodové slovo:
(10110).

Pak musi obsahovat i tato dalsi kodova slova:
(01011), (10101), (11010), (01101).
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10110 —— 01011 —— 10101 —— 11010 —>— 01101

.........................

Poznamka: to ale neznamena, ze dany kod jiz nebude obsahovat dalsi kédova slova.

b

Tento princip zarucuje, ze vliv chyb na zacatku a na konci znacky (ojedinélé chyby) se projevuje
stejné jako shluk chyb vzniklych spojenim téchto chyb po cyklickych posuvech.

Jako u kazdého linearniho kodu, n-mistna znacka cyklického kodu obsahuje k datovych ar = n-k
zabezpecovacich bita. Cyklicky kod obecné nemusi byt systematicky.

Cyklické kodovani je zptisob, jak nalézt r zabezpecujicich bita k k informacnim bitim tak, abychom
vygenerovali kodové slovo cyklického kodu.

Dekodovani je zpisob zjisténi k informacnich bitt z piijatého slova véetné informace, zda jsou
v téchto bitech chyby (detekce), pripadné kde jsou chyby (korekce).

Matematickym prostiedkem pro usnadnéni kodovacich a dekodovacich procedur je teorie polynomu
(mnohoclend).
n-bitové binarni slovo Ize zapsat bud’ jako vektor

(V-1 Vn2 ... V1 V),
nebo jako binarni polynom

n-1 n-2
Vo XV XS X Y.

s Priklad 71:
(110101) ® x°+x*+x*+1.
b

Cyklicky kod ma svij generujici (vytvaieci) polynom g(x), coz je obdoba generujici matice G.
Generujici polynom musi mit tyto vlastnosti:

- Radg(x)jen-k=r.
- Polynom x"+ 1 je beze zbytku d&litelny polynomem g(x).

Z téchto vlastnosti vyplyva, ze ne kazdy polynom mize byt generujicim polynomem cyklického
kodu.

Pravidla pro nasobeni a déleni binarnich polynomu

Jsou zal ozena na algebre modulo 2°:

1+0=0+1=1,0+0=0,1+1=0.

V polynomialnim zapisu vypada posledni rovnost takto:

X+ Xx=x(1+1) =0.

s Priklad 72: Nasobeni polynomd.

G+ +D).(x+D =x" +x3+x+ X3+ X2 +1=x" +X3(1+D) + x> + x+1=x"+ x* +x+1® (10111).

b

s Priklad 73: Déleni polynomu (s nulovym zbytkem).
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(X" + X7+ x+D) 1 (0 + X7 +]) =x+1 (10111):(1101)=(11)
Xt 47 +x 1101
G2 +1 1101
Ol 41 1101
ST 0
0

Postupuje se stejn¢ jako u dekadickych polynomi. Vyuziva se puuce wiiw, ze nern aeva rozisovat
mezi s¢itanim a odecitanim a mezi znaménky + a -.
Na pravé strang je proces déleni vyjadieny pomoci binarnich vektoru.

b

s Priklad 74: Déleni polynomu (s nenulovym zbytkem).

1
4 2 (3 —
(XA XHD) (XY =X g (10111):(1011):(1)+_(181)11)
4 2
X+X—+X11 1011
- zbytek —> 1

Postupné déleni je ukonceno, je-li ¥ad polynomu mezivysledku nizsi nez fad polynomu délitele.
V pripad¢ zapisu pomoci vektorta, pocet bitt zbytku (prvni bit vievo musi byt nenulovy) je mensi
nez pocet bita delitele.

Zgjima-li nas pouze zbytek déleni a ne vysledek déleni, coz bude aktualni v nasledujicich
procedurach kodovani a dekoédovani, neni tieba viibec psat pravou stranu (viz dale).

b

s Priklad 75: Priklady generujicich polynoma.

Vynasobime-li tfi nize uvedené polynomy, dostaneme:
C+HX+D).(X+D.C+Xx+D=(X"+ X +x+ X2+ X2 +D.C+x+D) =(x* +xX* +x+D(X* + x+1) =
=X+ X HEX X H X HE X XX H X Hx+1= X +1.

Miizeme tedy fici, ze polynom x’+1 je beze zbytku d&litelny témito polynomy:
0,(X) =x+1,

g,(X) =x>+x*+1,

g,(¥) =x +x+1,

9. (X)=(C+ X2 +D.(x+D) =x* + x> +x+1,

9 (X) =(C +x+D.(x+) =x* + x> +x* +1,

3G (X)=0C+X2+DOC+ X+ =X+ X +x* + P+ x>+ x+1,

Podle definice zakladnich vlastnosti generujicich polynoma na str. 67 tedy pro n=7 existuje
celkem 6 cyklickych kodi o 6 generujicich polynomech. Ziskané vysledky jsou uspotradany do

tabulky.
n="7
¢ kodu |k |r generujici polynom
1 6|1 x+1 (11)
2 413] x+x2+1 (1101)
3 X% +x+1 (1011)
4 34| x* +x2+x+1 (10111
5 x4+ +x2+1 (11101)
6 16 XX+ X+ X+ X2+ X+1 (1111111)
b
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Kodovaci procedura.
Je dano k-bitové datové slovo. Hledame jeho rozsiieni o r zabezpecovacich bita cyklického kodu.
1) Datové slovo rozsitime na n-bitovou znacku pridanim r=n-k nul. Cislo r neni mozné volit
libovolng. Vzniklému slovu odpovida polynom f(x).
2) Vybereme generujici polynom g(x) fadu r=n-k.
3) Provedeme déleni f(X):g(X) a vypoéteme zbytek déleni. Je to polynom tradu r-1, resp. vektor
o r=n-k bitech.
4) Namisto pavodnich r=n-k nul na konci n-mistné znacky zapiseme zbytek déleni. Ziskame
kodové slovo.

Poznamka: Timto postupem je zaruceno, ze kédové slovo cyklického kodu je beze zbytku délitelné
jeho generujicim polynomem. To je zakladni vlastnost kodového slova. Vyuziva se ho k testovani,
zda prijaté slovo patii do kodu, neboli zda je ¢i neni v prijatém slové chyba. Pro bezchybna data
musi platit, ze zbytek déleni je nulovy. Tento zbytek se casto oznacuje zkratkou CRC (Cyclic
Redundancy Check).

s Priklad 76: Ukazka koédovani pron=7,k=3,r = 4.

Data (101) je tieba zakodovat cyklickym koédem tak, aby tvoril sedmimistnou znacku. Postupujeme
podle ¢ty bodi obecné koédovaci procedury:

1) (1010000) ® f(x)=x°+x".
2) Ztabulky nastr. 68 vybereme generujici polynom g(x) = x* + x> + x+1® (10111).
3 (xX°+x"):(x*+x*+x+1)® (1010000):(10111) = ...

10111
1100 < Zbytek

4) Kodové sovo: (1011100).

Priklad 77: Kontrola, zda slovo patii do cyklického kodu.

Po déleni kodového slova generujicim polynomem musi vyjit nulovy zbytek. Vyzkousime pro
kodové slovo, ziskané v prikladu 76.

(1011100):(10111) = ...
10111
0

Simulujme chybu v 2. bitu zleva:

(1111100):(10111) =...
10111
100000
10111
1110 zbytek je nenulovy, je detekovana chybav prijaté znacce.

b

Naznak vysvétleni, pro¢ v kodovaci proceduie dopliujeme zbytek déleni za datové bity:
zgjistujeme tak délitelnost generujicim polynomem.

11:3=3 ae (11-2):3=9:3=3

9 9

2 zbytek 0 zbytek je nulovy.
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Shrnuti: Jestlize je zbytek odecten (coz je v algebre ,,modulo 2 totéz co pricten) od slova
(.....000), zbytek po déleni bude nulovy.

Souvislosti cyklickych kodu s dalsimi linearnimi kody.

s Priklad 78: Kod celkové kontroly parity (4,3) je vlastné cyklicky kod.

V tabulce jsou uvedena kodova slova kodu sudé parity veetné jejich polynomialnich zapisi.
Polynomy jsou rozlozeny do soucina jiz dale nerozlozitelnych soucinitelt.

kodové slovo polynomidlni vyjadren:
0000 0

0011 X+1

0101 X% +1=(x+1)(x+1)

0110 X% + X = X(x+1)

1001 X2 +1=(X* +x+1(x+1)

1010 X3+ x = X(X+D(x+1)

1100 X+ x% = XZ(X+1)

1111 X+ X% +x+1=(x+)(Xx+D(x+1)

Vsechny kodové polynomy obsahuji spolecny polynom x+1 fadu 1. Je to tedy generujici polynom
cyklického kodu (4,3):
g(X)=x+1® (11).
Zkusme naptiklad zakédovat data (100). Doplnime je jednou nulou a délime vektorem (11):
(1000):(112) = ..
1
100
11
10
11
1 ,jednickovy* zbytek zapiseme namisto ptivodni nuly nakonci. Kédové slovo bude (1001).
b

Zobecnéni — véta o bazi cyklického kodu.

Kazdy netrivialni cyklicky (n,k) koéd obsahuje polynom g(x) fadu r = n-k. Ma tyto vlastnosti:
1) g(x) deli polynom x" + 1 beze zbytku.
2) Polynomy g(x), Xg(x), ..., X g(x) tvoii bazi kodu.

Polynom g(x) je souc¢asné generujicim polynomem kodul.

s Priklad 79: Ziskani baze cyklického kodu z prikladu 78.

9(x) =x+1 (0011) baze: linearni kombinaci téchto slov vygenerujeme viechna
Xg(X) = x* + X (0110) kodova sova.
x*g(x) = x*+x* (1100)

® 0 1 19
Generujici matice daného kodu jetedy G = gO 1 1 0-

1 1 0 0y
b
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Zobecnéni — vztah mezi generujicim polynomem a generujici matici cyklického kodu.

Generujici matice cyklického kodu (n,k) vznikne cyklickymi posuvy ,,doleva“ koeficientt
On-k Onk-1 --- - 01 Qo generujiciho polynomu az do vyéerpani nul vlevo:

k-1 n-k+1
— ~ — —~ ~
00.. 000 QwkOnk1----01Q0
00..0 OwkOnk1i -.--01Q0 O K

(98)
OnkOnk1-.--9190 00..... 000
k1 k1

Kontrolni polynom h(x) cyklického kédu.

Je obdobou kontrolni matice, pomoci niz se testuje, patti-li sslovo do kodu. Zde plati anaogie:
soucin polynomu kédového slova w(x) a kontrolniho polynomu h(x) musi byt roven polynomu
X'+1:

w(x)h(x) = x" +1. (99)
Kupodivu stejny vztah plati i mezi generujicim a kontrolnim polynomem:

g(xh(x) =x"+1, (100)

takze zname-li generujici polynom, mizeme polynomialnim délenim ziskat polynom kontrolni.
Kontrolni polynom jetadu k.

Co vlastng znamena ¢iselné polynom x" + 1 ? Vysvétlime pro jednoduchost pro n = 4.
Vyjdeme ze slova (0001). Kazdé nasobeni symbolem x znamena posuv jednicky o jedno misto
doleva V dusledku cyklicnosti plati X* = 1 — viz obrazek.

1 1.X=X XX = X2

0001 —>— 0010 —— 0100 —>— 1000 —>— 0001

Vyraz X"+ 1 tedy mizeme v disledku cykli¢nosti posuvii povazovat za nulovy:

X" +1°1+1=0. (101)
Z predchoziho dale plyne, ze
X" o x™ pro celé m. (102)
Vzorce (99) a(100) maji tedy podobu
w(x)h(x) = g(x)h(x)° O. (103)

s Priklad 80: Kontrolni polynom cyklického paritniho kodu z prikladu 78.
n=4,k=3, g(x)=x+1b
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h(x) = (x* +1) : (x+1) = X + x* + x+1® (1111).
x*+x3
x®+1
X3+X2
x?+1
X% + X
x+1
x+1
0

Zkontrolujeme pomoci (99), zda znacka (1010) patii do kodu. K zjednoduseni vyrazu vyuzijeme
vzorce (101) a (102):

(1010).(1111)® (C+X)(XC+X*+x+) =X’ +xX° +x* + X +x* + X} + x> +x=x* +x° +x* +x°

o x*+x+x>+x=0.

b
s Priklad 81: Kontrolni polynomy cyklickych kodu z prikladu 75, definovanych tabulkou na
str. 68.
Ke generujicim polynomiam vypocteme kontrolni polynomy podle (100). Vysledky jsou usporadany
do tabulky:
n="7
¢ kodu |k |r generujici polynom kontrolni polynom
1 61| x+1 X+ + X+ X+ +x+1
2 413 x®+x*+1 X'+ + X7 +1
3 X3 +x+1 X*+x2+x+1
4 34| x* +x* +x+1 X2+ x+1
S X"+ x3+x2+1 X2+ x%+1
6 16 x°+x+x* +x3+x2 +x+1| X+1
b

Z rovnice (100) a prikladu 81 vyplyva, ze:

Kazdy cyklicky kod rozklada polynom x"+ 1 v sougin g(x)h(x). Naopak kazdy takovyto soucin
definuje cyklicky kod. Jestlize existuje cyklicky koéd o generujicim polynomu g(x) a kontrolnim
polynomu h(x), pak soucasn¢ existuje cyklicky kod o generujicim polynomu h(x) a kontrolnim
polynomu g(x). Dané kédy se vici sobé chovaji jako dualni.

V tabulce jsou vici sobé dualni kody ¢. 1 a6, 2ab5, 3a4.

O dualnich kodech vime, Ze maji zameénitelné matice G aH (generujici a kontrolni). U cyklického
kodu jiz umime sestavit generujici matici z generujiciho polynomu. Proto v nasledujici ¢asti jeste
ukazeme, jak je mozné z kontrolniho polynomu urcit kontrolni matici.

V ztah mezi kontrolnim polynomem a kontrolni matici cyklického kodu.

Kontrolni matici cyklického kodu (n,K) ziskame cyklickymi posuvy ,,doleva“ koeficienta
hg hicr ... . hy hg kontrolniho polynomu az do vyéerpani nul vlevo:
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n-k-1 k+1
—_—— ~ — A ~
00.. 000 h«hgs....hyhg
00.0 hqhip ... .hyhg O

r=n-k (104)

(- - _

s Priklad 82: Generujici a kontrolni matice cyklickych kodu, definovanych tabulkou na str.
72.

Matice sestavime podle vzorci (98) a (104). Vysledky usporadame do tabulky. Postaci uvést matice
pro prvni tfi kody. Dalsi kody jsou k nim dualni.

n="7
¢ kodu |k |r generujici matice kontroln/ matice
1 6/1/e6 0 0 0 0 1 1%
© 00011 0:
%o 00110 0F
¢ 1111111
c0 01100 0+
91100 0 0]
éllOOOOOB
2 4|3 00110 1§
3@ 2% 0111 0 16
¢0 0110 1 0+¢ +
/011101 0+
50 1101 0 0] N
/& 110 1 0 O
§1101000¢,
3 0010 1 1§
@ °l® 01011 15
¢0 01011 0+¢ +
l¢c0 10111 0+
0 1 01 1 0 0] N
/gl 01 11 0 04
§1011000¢,

b

Z tabulky vyplyva, ze naptiklad cyklicky kod ¢. 1 je paritni kod (7,6). Kod €. 6 je k nému dualni,
jeho kontrolni matice je generujici matici kodu ¢. 1 a patii opakovacimu kodu (7,1) (viz téz str. 49 a
56).
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